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CAPITULO]

Experimentoaleatorio, Espacio muedtral,
Suceso

ExperimentoAleatorio

Definicion: Es una accion o proceso que puede tener distintos resultados posibles, y cuyo
resultado no se conoce hasta que no se lleva a cabo.

Ejemplos.
e tirar una moneda
e tirar un dado
 extraer una bolillade un bolillero
» medir la cantidad de milimetros de lluvia caidos
* elegir un nUmero al azar

Espacio muestral

Definicion: Es el conjunto de resultados posibles de un experimento.

Ejemplos

1) Si el experimento consiste en arrojar un dado y observar €l niUmero que sale, el espacio
muestral es:

E={1,2,345,6}
Vemos que el espacio muestral se denota con laletraE.



2) S e experimento consiste en tomar unalapiceray medirla, el espacio muestral es:
E={x/x0O0"}

Vemos que el espacio muestral no tiene por que ser un conjunto finito. Como en este caso
el resultado puede ser cualquier nimero real positivo, E tiene infinitos elementos.

3) Si el experimento consiste en tomar un libro al azar de labibliotecay ver con qué letra
empiezael titulo, el espacio muestral es:
E={A,B,C,D,E,F,GH,I,JK,L,M,N,N,OPQR,STUV,WX,Y,Z}
Vemos que los resultados posibles del experimento, es decir, |os elementos del espacio
muestral, no tienen necesariamente por qué ser nimeros. En este caso son letras.

4) Si el experimento consiste en tirar unamoneday ver qué sale, el espacio muestral es:
E ={ cara, ceca}

Aunque también podriamos haber respondido E = { cara, ceca, canto} s consideraramos
como un resultado posible el caso en que la moneda caiga de canto

Vemos que el conjunto de resultados posibles para un experimento es subjetivo.
Generamente adecuamos el espacio muestral alo que consideramos posible o no posible,
y alosfines del experimento. Por gjemplo, en este caso una solucion posible es definir E
= {cara, ceca} y determinar que si cae de canto, se tira nuevamente.

Esto nos lleva ala siguiente cuestion:

Distintos espacios muestrales de un mismo experimento

Como vimos en €l Ultimo g emplo, dado un experimento, no hay un Unico e inapelable
espacio muestral asociado. De hecho el espacio muestral que definimos para un
determinado experimento es arbitrario. Hay dos aspectos involucrados en dicha cuestion:

1) ¢Cudles resultados son posibles y cuaes imposibles?
Eso eslo queilustramos en e g emplo anterior.

2) ¢COmo se escriben los resultados?

Este aspecto, quizas el méstrivial, se ve reflgjado por gemplo en €l experimento "elegir
un mes al azar", cuyo espacio muestral puede ser E = { enero, febrero, marzo, abril, mayo,
junio, julio, agosto, septiembre, octubre, noviembre, diciembre} obienE={1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,09, 10,11, 12}

3) ¢Qué es un resultado?
Supongamos que ya decidimos que |os unicos resultados posibles a tirar una moneda son

"cara'y "ceca'. llustraremos los espacios muestrales, para mayor claridad.



» Experimento 1: "tirar unamoneday ver qué sale"

-:ernauus 5

E={ :
En palabras:. ' puedesallr cara, o puede salir ceca'.
Hay 2 resultados posibles.

* Experimento 2: "tirar dos monedasy ver qué sale"

--:ernauns 5 -n:ernauus 5

En pal abras: "pueden salir dos caras, dos cecas, 0 unay una
Hay 3 resultados posibles.

» Experimento 3: "tirar una moneda de 10 centavos y una de 25 centavosy ver qué sale"
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En palabras. "puede salir caraen lade 10y caraenlade 25, caraenlade 10y cecaenla
de 25, cecaenlade 10y caraen lade 25, 6 cecaenlade 10y cecaenlade 25".
Hay 4 resultados posibles.

¢Como se explica que si tanto en el experimento 2 como en el 3 arrojamos exactamente
dos monedas, haya distinta cantidad de resultados posibles?

Ladiferencia esta en que en el experimento 2, las monedas son iguales, y en €l
experimento 3 son distintas.

En e experimento 3, los resultados:
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son, obviamente, distintos.
Pero en e experimento 2, como las monedas son iguales, |os resultados:

1) z
i GEMEE

- GemEu0s

no son distinguibles, y entonces SON e mismo resultado ("unay una').

Sin embargo esto también es subjetivo, ya que esos resultados no-distinguibles, pueden
volverse distinguibles s consideramos, por gemplo, € orden en que se tiran las monedas,
y entonces podemos tener 1os resultados distinguibles "salié caraen la primeray cecaen
lasegunda’ y "salio cecaen laprimeray caraen lasegunda’.

En conclusion, al describir € espacio muestral de un experimento, es fundamental tener
bien claro cudles resultados serén distinguibles, y cudles indistinguibles.

Suceso
Definicion: Es un subconjunto del espacio muestral.
Ejemplos.

1) En el experimento de arrojar un dado y ver qué sale, el espacio muestral es:
E={12 34,5, 6}
Cualquier subconjunto de E es un suceso, por lo tanto e emplos de sucesos de este
experimento pueden ser:
{1}
- {6}
{34
* {4,5, 6}
* {1, 3,5}
* {2, 4,6}
También podemos expresar estos subconjuntos por comprension:
* "gue salga un nimero par"
* "gue salga un nimero impar"
* "gue salga un nimero mayor que 3"
Y no olvidemos los siguientes subconjuntos:
*{}
Dicho suceso es conocido como "suceso nulo", "suceso falso" 0 "suceso
imposible’. Ademas de lanotacion {} se puede usar la alternativa .



*{1,2,3,4,5, 6}
Este subconjunto del espacio muestral es exactamente el espacio muestral
(recordemos que un conjunto siempre es subconjunto de si mismo).

Dicho suceso es conocido como "suceso verdadero”, "suceso forzoso" o "suceso
cierto".

2) En & experimento de tomar una lapiceray medir su longitud en cm.:
E={x/x0O0"}
Ejemplos de sucesos (es decir, subconjuntos de E) pueden ser:

* {15}

« {14.2}

» {17.3333333...}

o {xO0O*/ 10<x <15}

3) Si el suceso A consiste en obtener caraa tirar una moneda, entonces podriamos
definir:

* El experimento consiste en tirar unamoneday ver qué sale.

* El espacio muestral es E = { cara, ceca}

» El suceso A esA ={cara}. Vemos que A [ E. Como dijimos antes, un suceso es un
subconjunto del espacio muestral.

Las palabras "suceso" y "evento" se consideran sindénimas. Esto es porque habitualmente,
dado un experimento, su espacio muestral E 'y un suceso A, si se hace el experimento, y €l
resultado esta comprendido en e suceso A, se dice que "ocurrio” A.

Comentarios sobrelos sucesos en su calidad de conjuntos

Como |os sucesos son conjuntos, operar Con SUCESOS €S operar con conjuntos.

1) Interseccidn de sucesos

Dados A y B dos sucesos, A n B es el suceso que ocurre cuando ocurren

simultdneamente A y B. Se puede Ilamar "A interseccion B" o bien "A 'y B".
E

Ejemplo:

A B
Setiraun dado, y se definen los sucesos:
A: que salgamenos de 4
B: que salgamas de 2




Con lo cual queda:

A={123}
B={3,4,5, 6}
AnB={3}

2) Sucesos diguntos o mutuamente excluyentes

Son |os sucesos cuya interseccion es nula. Dados los sucesos A y B, son diguntos <=> A
n B=10.

s = Ejemplo:

E
A
Setiraun dado, y se definen los sucesos:
A:quesalgalo2

B: quesdlgamasde 4

Con lo cual queda:

A={12)
B ={5, 6}
AnB=0

Como A y B tienen interseccion nula, no pueden suceder simultdneamente.
3) Union de sucesos

Dados A y B dos sucesos, A [ B es el suceso que ocurre cuando ocurre A, B, o los dos

simultaneamente. Se puede llamar "A unién B" o bien "A 6 B".
E

A B Ejemplo:

Setiraun dado, y se definen los sucesos.
@ A: que salga menos de 4

B: quesalga2066

Con lo cua queda:
A={123}
B={2, 6}
AOB={1,2 3,6}

4) Complemento de los sucesos



Dado un suceso A, su "complemento™ o0 "negado” es € suceso que ocurre si y solo si no
ocurre A (y A ocurre si y solo si no ocurre e complemento de A). EI complemento de A
seescribe Ao bien A y sellama"complemento de A", "A negado” o bien "no A".

E

o Ejemplo:
Si arrojo un dado, y €l suceso A es que salga un 4, entonces el
suceso A esqueno salgaun 4 o bien quesalgal, 2, 3,50 6.

Expresados como conjuntos quedan:

E={sdel, sde?2, sae3, sde4, saeb, sae 6}

A ={sae4}

At ={sdel, sae?2, sdle 3, saeb5, sale 6}

Observamos que:

» Asi como A es un subconjunto de E, A€ también es un subconjunto de E.

A0 AC=E, esdecir, launion de A y A¢ formaE. Esto eslégico: O llueve o no llueve.
No hay ninguna otra posibilidad.

* A n A®=[]. Unsuceso y su complemento son diguntos, porgque no pueden ocurrir a
mismo tiempo. No puede "llover" y "no llover" a mismo tiempo.

5) Particion del espacio muestral

Sea el espacio muestral E, y n sucesos Ay, ..., An.

Si se cumple que:

e AtOJA0..0A=E "launion delos sucesos da e espacio muestral”

* Ain Aj=0 Oi# "todoslos pares posibles de sucesos tienen interseccion nula’
Entonces se dice que A4, ..., A, forman una particion de E.

Como gjemplo, volvamos al experimento del dado, y definamos los siguientes sucesos:
Aj_:{l},A2={2},A3={3},A4={4},A5={5},A6={6}.

Veamos que se verifica

cAdOA DA OAOAOA={10{2y{3 {4} O0{5} {6} ={1, 2, 3,4,5,6} =E.
*Aln A2=00,A1n A3=0,..,A5n A6=[.

Entonceslos A, ..., As que definimos forman una particion de E. Gréficamente, 1o

podemos ver asi:



Hagamos la observacion de que un suceso y su complemento siempre forman una
particion del espacio muestral, puesto que como vimos antes:

s AOAC=E
e AnAt=[]
El concepto de particion del espacio muestral nos sera Gtil mas adelante al estudiar la
probabilidad total.

Como repaso, veamos a gunos ejemplos gréficos:

OC

E es el conjunto con todos |os resultados posibles del experimento,
y €l suceso A es un subconjunto de E, porque es un conjunto de
determinados resultados Este gréfico, por jemplo, puede estar
asociado al experimento "elegir unafechaa azar" y el suceso A
puede ser "€l diaesjueves'.

Al gréfico anterior le agregamos € suceso B: "la moneda es de 25
centavos'. Vemos que en este g emplo, los sucesos A y B no
tienen interseccion, o bien "tienen interseccion nula’. Es decir, son
diguntos (recordemos que A, B sucesos diguntos<=>A n B =1[1)

Cambiemos €l experimento: "elegir una persona al azar". El suceso
M es: "que la persona sea mujer".

Al gréfico anterior le agregamos €l suceso R: "que la persona sea
rubia’. Vemos que E queda dividido en 4 regiones: las mujeres no
rubias, las mujeres rubias, los hombres rubios y los hombres no
rubios.

Si agregamos un tercer suceso: C = "que la persona tenga 0j0s
claros'. El espacio muestral queda dividido en 8 regiones.

"Mujeres rubias de 0jos claros"
MnRnC



E "Hombres no-rubios de ojos claros'

M R -
@ MNRNC
o
E "Hombres'
@ M
o
E - = "Hombres de 0j0s oscuros’
@ MNC
[
E Si el suceso H es "la persona es hombre", entonces ese gréfico es
" n | Incorrecto, a menos que sea posible no ser mujer y no ser hombre
a mismo tiempo.
QQ SiH= M ,entoncesM OH = M 0O M,y como vimos antes:
- MOM =10
E T Esta es laforma correcta de hacer € grafico anterior. Paralos
sucesos gue forman una particién, este grafico es correcto y €
anterior no. Como vimos antes, un suceso y su complemento
siempre son una particién de E. En este gemplo:

MOH=E; MnH=01

Problemastipicos

1) Si el suceso A esobtener un 3 al arrogjar un dado, describa:
* el experimento
* el espacio muestral de dicho experimento
* e suceso A

Resolucion:

* El experimento consiste en arrojar un dado.

* El espacio muestral de dicho experimento es:

E={1,2 34,5, 6}

* El suceso A es. A ={3}

Observamos que, como todo suceso, A es un subconjunto de E.



2) Si el suceso A consiste en queun niumeroreal elegido al azar entre2 y 3 sea mayor que
2.8, describalo mismo quese pidid en € gercicio 1.

Resolucion:

* El experimento consiste en elegir un nimero real a azar entre 2y 3.
* El espacio muestral de dicho experimento es:

E={x00 / 2<x<3}

s ElsucescAes A={x0OE / x>28}

3) Dados |os experimentosdescriptosen 1y 2, proponga otr os sucesos paracada uno.

Resolucion

1) Otros sucesos pueden ser: "se obtiene 6", "se obtiene menos de 4", "se obtiene més de
2", "se obtiene 3 6 6", "no se obtiene 4", etc.

2) Otros sucesos pueden ser: "sale menor a2.4", "saleentre 2.6 y 2.7", "sal e exactamente
2.71", etc.

4) Describael espacio muestral de cada uno de los siguientes experimentos aleator ios.
a) setiraunamoneda
b) se tiran 3 monedasiguales
C) setiran 3 monedasdigtintas
d) setiran 2 dadosiguales
e) setiran 2 dadosdigtintos
f) se eligen 2 colores primarios
g) en unacajahay 4 bolitasnegrasy 1 bolita blanca. Se van sacando bolitas (sin
reposicion) hastaque apar ezca unablanca.
h) se coloca unapiezaen un casillero al azar deuntablerode gjedrez.

Resolucion:
a) E ={cara, ceca}
b) E={3 caras, 2 carasy 1 ceca, 1 caray 2 cecas, 3 cecas}

c) Si alas 2 monedas las llamamos X, Y y Z, y anotamos |os resultados como ngnyn;,
donde n; vale"a' si enlamonedai salecaray "€" s enlamonedai sale ceca, queda:



E ={aaa, aae, aca, aee, eaq, eae, eea, eece}
Vemos que "distinguiendo” las monedas, obtenemos 8 resultados posibles, mientras que
si no las distinguimos obtenemos 4 resultados posibles.

d) E={2unos, 1unoy 1dos, 1unoy 1tres, 1unoy 1cuatro, 1unoy 1cinco, 1unoy 1
seis, 2dos, 1 dosy 1tres, 1 dosy 1 cuatro, 1 dosy 1 cinco, 1 dosy 1 sais, 2tres, 1tresy 1
cuatro, 1 tresy 1 cinco, 1tresy 1 seis, 2 cuatros, 1 cuatroy 1 cinco, 1 cuatroy 1 seis, 2
cincos, 1 cincoy 1 sals, 2 seis}

e) Sl alos 2 dados los llamamos X e Y, y anotamos |os resultados como nyn, donde ny
vale el nimero que saleen &l dado X y n, vale el nimero que saleen &l dado Y, queda:
E={11, 12,13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 41, 42, 43, 44,
45, 46, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 61, 62, 63, 64, 65, 66}

Vemos otra vez que "distinguiendo™ los dados, obtenemos 36 resultados posibles,
mientras que si no los distinguimos obtenemos 21 resultados posibles.

f) Los colores primarios son e amarillo, €l azul y €l rojo.
E ={amarillo y azul, amarillo y rojo, azul y rojo}

g) Hay 2 formas de escribir el espacio muestral de este experimento.

Podemos anotar |as extracciones, con lo cual los resultados posibles son:

E ={B, NB, NNB, NNNB, NNNNB}

También podemos hacer referenciaa nimero del intento en el cual se logro sacar la
blanca. Los resultados posibles son:

E={12 3,4, 5}

Sin duda la segunda forma es mucho mas ventgjosa si queremos procesar informacion.

h) El tablero de gedrez tiene 8 filas (1-8) y 8 columnas (A-H). En este caso € espacio
muestral puede ser las distintas "coordenadas" en las que se puede poner laficha, con lo
cual:

E={Al, A2, A3, A4, A5 A6, A7, A8, B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7, B8, C1, C2, C3, C4,
C5, C6, C7,C8, D1, D2, D3, D4, D5, D6, D7, D8, E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, F1, F2,
F3, F4, F5, F6, F7, F8, G1, G2, G3, G4, G5, G6, G7, G8, H1, H2, H3, H4, H5, H6, H7,
H8}

o bien:

E={(x,y)dondex O{A,B,C,E,D,F,GH};yO{1,23,4,5,6,7,8} }

5) Un experimento consiste en lanzar un dado. Se definen 3 sucesos.
A: salemenosde3



B: salemasde 3

C:sae2,4,06.

Describalos siguientes sucesos.
aE,A,B,C A% B CC,AOB,AnB,BOC,Bn C,A[BC.
b) OcurresolamenteA.
c) OcurreB, y noocurreC.
d) Ocurrealgunodelostres
€) Ocurrenlos tressimultaneamente
f) Ocurresolamenteunodelostres
g) No ocurreninguno delostres
h) Ocurrealo sumounodelostres

Resolucion:

a) Nos abstraemos del hecho de que sale un nimero y nos quedamos directamente con los
valores:

E={12 34,5, 6}
A={12}

B={4,5, 6}
C={24,6}
Ac={34,5, 6}
Bc={1,2, 3}
Cc={1,3 5}
A0B={1,24,5,6}
AnB=0
BOC={245,6}
Bn C={4,6}

A 0Bc={1,2 3

b) "Ocurre solamente A" significa"A y noB y noC", es decir:
AnBcnCc=1{12 n{1,23 n{1,35 = {1}
Lo cual significaque s sale 1, ocurre A y solamente A.

c¢) "Ocurre B y no ocurre C" significa"B y noC", es decir:
BnCt={45¢6} n{1375 = {5
Lo cual significaque s sale 5, ocurre B y no ocurre C (Y no importasi A ocurre o no).

d) "Alguno de lostres’ significa"A 6 B 6 C", es decir:

AOBOC={124/5,6}

Lo cua significaquesi sale 1, 2, 4, 5 4 6, eso garantiza que esté ocurriendo al menos uno
delostressucesos A, B, C.



e) "Lostres smultaneamente” significa”"Ay By C", esdecir:

AnBnC={1,2} n{4,56} n{2,4,6} =0

Lo cual significa que no existe ningin nimero que s sale, ocurren Ay By C a mismo
tiempo.

f) "Solamente uno delos 3" significa"A o bien B o bien C" (con o excluyente), lo cual es
equivalente a (A y noB y noC) o (B y noA y noC) o (Cy noA y noB), es decir:
AnBcnCOOMBNACNCY)O(CNASNBY) =({1,20 n{1,2,3 n{1,35})0
({4,5,6} n{3,4,56} n{1,3,5))0({24,6} n{3,4,56} n{1,2,3}) = {1} O{5
00 ={15}

Lo cual significaque s sale 1 6 sale 5, esta ocurriendo uno (y solo uno) de los 3 sucesos.

g) "Ninguno delostres" significanoA, noB y noC, es decir:
(AN Bcn C° ={3,4,56} n{1,2,3} n{1,3,5 ={3}
Lo cual significaque si sale 3, no esta ocurriendo ninguno de los 3 sucesos.

h) "A lo sumo uno de los tres' significa "o ninguno, 0 uno", y eso es equivalente a"(no
ocurre ninguno) 6 (ocurre solamente uno). Usando los resultados obtenidosenf y g,
queda:

{3} O0{1,5 ={1,3,5

Lo cual significaque s sale 1, 3 6 5, no ocurre ninguno, o alo sumo ocurre uno.



Probabilidad

No es que hayamos estado evadiéndola, pero era necesario definir algunos conceptos y
recordar ciertas cuestiones de la teoria de conjuntos antes poder responder la pregunta:
¢Queées la probabilidad?

 Laprobabilidad expresa el grado de certeza de que ocurrira un determinado suceso al
hacer un determinado experimento aleatorio.

« Cuanto més alta es la probabilidad de un suceso, mayor es el grado de certeza de que
ocurriraa hacer el experimento aleatorio.

» Dado un suceso A, escribimos su probabilidad como P(A).

Daremos a continuacion cuatro definiciones de probabilidad:

Definicion informal

Informalmente, la probabilidad de un suceso es un nimero real entre Oy 1.

Dicho nimero se puede expresar por g emplo como 0.2, aunque también se lo puede
representar como fraccion (Y/s ), o bien como porcentaje ( 20% ).

Si la probabilidad es 0, se sabe que & suceso no ocurrira.

Si laprobabilidad es 1, se sabe que € suceso ocurrira.

Esdecir, el Oy € 1 son los casos limite,

Para valores intermedios, el suceso puede o no ocurrir. En general diremos que una
probabilidad cercana a0 es baja, y que una probabilidad cercanaa l es alta.

Si por gemplo la probabilidad de que mafana llueva es 0.9 significa que mafana es
altamente probable que llueva. Si en cambio la probabilidad de que un avién se caiga es
0.000000001 significa que vigiar en avién es bastante seguro.

¢Cuando es alta una probabilidad? ¢Cuando es baja? Eso es subjetivo. Por ggemplo s a
despertarnos ala mafana el pronosticador del tiempo dice que hay 90% de probabilidades
de lluvia, seguramente consideraremos que es un numero alto, o por o menos lo
suficientemente alto como paratomarnos la molestia de llevar un paraguas a salir. En
cambio s la probabilidad de que un avion complete un vigje sin caerse fuera ese mismo
0.9, dudo mucho gue alguien quieravigar en ese avion. Entonces cuando una



probabilidad es 0 no alta o baja depende en gran medida del contexto. Es decir, aquéesté
asociada esa probabilidad.

Ejemplos.

1) S el suceso A consiste en obtener cara al tirar una moneda, entonces intuitivamente
podemos decir que si la moneda no esta cargada, entonces P(A) = %/,.

2) Si el suceso A consiste en obtener un 3 a tirar un dado honesto (no cargado) entonces
intuitivamente podemos decir que P(A) = Y.

3) Si el experimento consiste en tomar ala primera persona que veamos 'y preguntarle el
dia de la semana en que nacid (supongamos que no la conocemos) entonces si e suceso A
es gue la persona haya nacido durante un fin de semana, diriamos intuitivamente que P(A)
= 2/7.

Esto nos lleva ala segunda definicion que daremos de probabilidad:

Definicion de Laplace

En los 3 ggemplos anteriores o que hicimos intuitivamente fue contar la cantidad de casos
posibles, y luego contar |a cantidad de casos contenidos en el suceso A, y responder que P
(A) erad cociente entre la cantidad de casos favorables a A y la cantidad de casos totales.
Es decir:

P(A) = cantidad d_e resultados contenidos en A

cantidad total de resultados

Esto hace parecer que siempre que sepamos la cantidad de resultados posibles de un
experimento y la cantidad de resultados englobados por el suceso A podemos calcular P
(A). Sin embargo, esto esfalso.

Volvamos a gjemplo de las monedas:
1) ¢Cudl eslaprobabilidad de sacar caraal tirar una moneda no cargada?
De acuerdo a razonamiendo intuitivo anterior, los resultados posibles son:

E = { .2 , ]
Luego, s €l suceso A consiste en sacar cara, constituye 1 entre 2 resultados posibles, y en
consecuencia P(A) = 1/2.



2) ¢Cudl eslaprobabilidad de sacar dos caras d tirar dos monedas igual es?
L reeultados posi bI es son:.

E= { - . - " ; .
Entonces si A es"sacar dos caras’, deberiamos deC|r gue sacar dos carases 1 entre 3
resultados posibles, y entonces P(A) = /5. Pero ese resultado es incorrecto, ya que
intuitivamente sabemos (o deberiamos saber) que el resultado correcto es /4, y que €
error se debié a que tendrl’amos que haber usado el espacio muestral:

E= { ) ) ) ; ; ) ; ;
gue tiene 4 resultados posi bles en vez de 3. Luego diremos correctamente que P(A) = Y,.

Pero... ¢Cud eslarazon por lacual el espacio muestral que escribimos al final es
apropiado y € anterior no? ¢Por qué la cantidad de resultados "correcta’ es4y no 3, S
segun los que dijimos antes, ambas son formas perfectamente validas de escribir €
espacio muestral?

Y larespuesta es: porque los 4 resultados de la Ultima expresion para E son
equiprobables, mientras que los 3 de la expresion anterior no 1o son.

¢Queé significa que |l os resultados de E sean equiprobabl es?
Que tienen todos la misma probabilidad.

&Y como se sabe si los resultados que componen una determina expresion de E son
equiprobables?
No se sabe. Se supone.

L amentablemente, en |os problemas reales no existe una formaidonea de determinar s
una determinada expresion de E estéd compuesta por sucesos equiprobables.

En & gemplo delas 2 monedas, suponemos intuitivamente que el 4 resultados que se
obtienen al diferenciar las dos monedas son equiprobables y los 3 resultados que obtienen
sin distinguiarlas no son equiprobables, porque el suceso "1 caray 1 ceca" tiene 2 formas
distintas de ocurrir, mientrasque "2 caras' y "2 cecas' tienen solamente unaforma de
ocurrir cada una.

Es aceptable suponer equiprobabilidad cuando no se tiene absol utamente ningun
conocimiento acerca de las probabilidades de |os resultados, y eso incluye no solamente



no conocer ninguna de las probabilidades sino también no tener razones que hagan pensar
gue algunos resultados pueden ser mas probables que otros. Eso fue lo que hicimos en €
gjemplo de preguntarle a la persona €l dia de la semana en que nacio: como no conocemos
ala persona, no tenemos forma de saber qué dia de la semana nacio, y tampoco
conocemos nada que nos pueda dar una idea de cual es dias pueden ser mas probables que
otros. En cambio s la pregunta fuera sobre el afio de nacimiento, ya no seria tan aceptable
suponer equiprobabilidad, porque no todos los afios posibles tienen lamisma
probabilidad: por gemplo s la persona parece ser adulta, 10s afios recientes tienen menos
probabilidad de ser el afio de nacimiento de la persona que |os afios no-tan-recientes.

Pero entonces, ¢Como se pueden calcular 1as probabilidades cuando no se puede suponer
equiprobabilidad?

Hay dos formas: una consiste en aplicar alguno de los modelos que veremos alo largo de
esta obra. Laotra, tiene que ver con latercera definicion:

Definicion empirica

Esta definicion consiste en asociar las probabilidades de |os resultados con sus
frecuencias relativas luego de repetir € experimento una determinada cantidad de veces.
De ahi e nombre "empirica’.
Es decir,

Jr s (A)

P(A)~fr ,(A)= .

donde fras(A) esla cantidad de veces que ocurrié A en las n veces que se llevo acabo el
experimento.
Cuanto mas grande sea n, mejor seréla aproximacion de P(A) por fra(A).

Ejemplo:

Si se quiere tener una idea de cual es la probabilidad de que eligiendo un alumno de la
facultad al azar, éste tenga 0jos claros, se puede tomar a 50 alumnos al azar y contar
cuantos tienen ojos celestes. Luego si 13 de esos 50 tienen 0jos claros, estimaremos que P
(A) = 13/50 = 026

Si en vez de examinar a 50 alumnos hubiéramos examinado a 200, la exactitud esperable
seriamayor. Por gemplo quizas entre los 200 alumnos habria 53 con ojos claros, y
entonces P(A) = 0.265.

Y s hubierainfinitos alumnos, y tomaramos muestras cada vez mayores, nos
acercariamos asintéticamente al resultado real, que podria ser, por g emplo, 0.263.



Definicidon axiomatica

L as tres definiciones que dimos hasta ahora cumplen con esta cuartay ultima definicion.
La definicidn axiomética consta de |os siguientes tres axiomas:

 Axiomal: P(A)=0

" Laprobabilidad no puede ser negativa'

« Axioma2: P(E)=1

" Laprobabilidad del espacio muestral es uno"

« Axioma3: An B=0 <=> P(A [ B)=P(A) + P(B)

" Dossucesos son diguntossi y solo si |a probabilidad de su union es la sumade sus
probabilidades’ .

De los tres axiomas, se deducen cas inmediatamente cinco consecuencias:

e Consecuencial: P(A) <1

" Laprobabilidad tampoco puede ser mayor que uno'

Porque como A [ E, st P(A) > 1 entonces necesariamente P(E) > 1, lo cual va en contra
del segundo axioma.

e Consecuencia2: P(A)+P(A) =1

" Lasprobabilidades de dos sucesos complementarios suman ung*

P(E) =P(A 0 A) porquecomovimosantesA ] A =E

P(AO A)=P(A)+P(A) por € tercer axioma, porque Ay A son disjuntos.
ycomoP(E) =1, P(A) + P(A) =1

Esto es muy Util porque a menudo es més facil calcular P( A ) que P(A), y entonces P(A)
seobtienede P(A) =1-P(A)

* Consecuencia3: P(L1) =0

" Laprobabilidad de un suceso imposible es cero"

Intuitivamente, si un suceso es el conjunto vacio, es porgue no contiene ningun resultado,
y entonces nunca podria suceder (de ahi  nombre "imposible™).

Como O n O =0, entonces por € tercer axioma:

P(O O0O)=P0O) + P(O)

P(0O) = P(0O) + P(O)

P(0) - P(0) = P(0)

P(O)=0

» Consecuencia4: A 1B =>P(A) < P(B)



" S un suceso estaincluido en otro, su probabilidad es alo sumo la de éste'’
PartimosBen A n By A n By aplicamos € tercer axioma:

P(AnB) O(A nB)=P(AnB)+P(A nB) E
PB)=PANnB)+PBn A) s ™
PartimosA enA n By A n B y aplicamos d tercer
axioma:

P(AnB) O(An B)=PAnB)+PAn B)
P(A)=P(AnB)+PAn B)

Pero como A 0 B, entoncesA n B =0, conlo cual P TAEB
(A n B) =0,y entonces queda: " o
P(A) =P(A n B)

Y como, seguin calculamos antes, P(B) = P(A n B) + P(B n A ), queda:
P(A)=P(B)-PB n A)

Y como P(B n A) =0, llegamos lo que queriamos demostrar.

Observemos que en €l caso particular de que A no solamente esté incluido en B sino que
seaigual aB (laigualdad de conjuntos es un caso particular de inclusion) entonces queda
P(B n A) =0y consecuentemente P(A) = P(B).

» Consecuencia5: P(A [0 B) =P(A) + P(B) - P(A n B)
L aprobabilidad de la unién de dos sucesos es la suma de sus probabilidades menos|la
probabilidad dela inter seccién.

Tomemos la siguiente particion de E: { Cy, C,, Cs, Ca} E

donde C,=AnB, C,=ANB, C,=ANB, C,=ANB ~

Luego: A B
A =C, O C;, por propiedades de conjuntos
B = C, O C; por propiedades de conjuntos
P(A) = P(C,) + P(C,) por € tercer axioma
P(B) = P(Cy) + P(Cs) por € tercer axioma o
A [0B=C,0C,0 Cs por propiedades de conjuntos ~

P(A O B) = P(Cy) + P(Cy) + P(C3) por € tercer axioma dos veces

A n B =C; por propiedades de conjuntos

P(A n B) =P(C,) porquesi X =Y entonces P(X) = P(Y)

Juntando todo queda que:

P(A O B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

es equivaente a

P(Cy) + P(C,) + P(Cs) = P(Cy) + P(Cy) + P(Cy) + P(Cs) - P(Cy)

Simplificando del lado derecho:

P(Cy) + P(Cy) + P(Ce) = P(Cy) + P(C7) P(Cy)




Con lo cual latercera consecuencia es vélida

Explicacion intuitiva: Al construir A [0 B "sumando” A y B estamos "contando™ dos
veces lainterseccion; por eso hay que restarla. P(A O B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
Cuando son disjuntos (el caso contemplado por € tercer axioma) lainterseccion es [, por
eso en laexpresion del axioma no hace falta que aparezca restando.

Generalizacion de la quinta consecuencia
» Para3 sucesos:
PAOBOC)=PA)+PB)+P(C)-PANnB)-PANC)-PBnC)+P(AnBnC)
" Laprobabilidad de la unién de tressucesos es.

las probabilidadesindividuales

menos las probabilidades de las inter seccionestomadasde a 2

masla probabilidad dela inter seccién tomadadea 3"
Andogamente:
» Para 4 sucesos:
"La probabilidad de la unidn de cuatro sucesos es.

1) Las probabilidades individuales (sumando)

2) menos las probabilidades de las intersecciones tomadas de a 2

3) mas las probabilidades de las intersecciones tomadas de a 3

4) menos la probabilidad de la interseccion tomada de a 4"
Y asi sucesivamente, alternando € signo se puede obtener laformade calcular la
probabilidad de la unidn de cualquier nimero de sucesos.

Problemastipicos

1) Setirandos dados no cargados. Indiquela probabilidad de que:
a) Salgan dos 3
b) Salgan dos 4
¢) No salganingin5
d) Salgaalgin 5
€) No salga ningun 5 ni ningin 6
f) Salgan solamente nUmer ospares

Resolucion

El espacio muestral es €l siguiente:
E={(1D,12,(13),(14,15,(16),(21),(22,((23),(24),(25),(26), (3,1
,(32),(33),(34),(39),(36),(41),(42),(43),(44),(495),(46),(51),(52),
(53).(54).(55),(56),(61),(62),(63),(64),(65) ,(66) }



Usamos este espacio muestral porque suponemos gue sus el ementos son equiprobables. Si
hubi éramos considerado |os dos dados no-distinguibles, entonces el suceso (1,2) tendria 2
formas posibles de ocurrir, y como vimos en € gjemplo de las monedas eso nos condujo a
un espacio muestral no-equiprobable.

Queremos que el espacio muestral sea equiprobable para poder aplicar la definicion de
Laplace.

Hay 36 formas posibles de tirar 1os dos dados. Luego contando los resultados incluidos en
cada suceso cuya probabilidad se pide, obtenemos:

a) 1/36

b) 1/36

c) 25/36

d) "salgaalgun 5" quiere decir "a menos un 5", esdecir, 1 6 2 cincos. En otras palabras,
es el complemento del suceso a anterior. Su probabilidad es 11/36

€) 16/36

f) 9/36

2) En unadeterminadapoblacion, € 60% delas personasson mujeres, el 35% dela gente
tieneojos clarosy el 25% dela genteesrubia. El 20% dela poblacion son mujeresde
ojos claros. El 10% dela poblacion son mujeresrubias. El 15% dela poblacién son
personasrubiasy de ojos claros. El 5% dela poblacion son mujeresrubiasde ojos claros.
Calculelas probabilidadesde queal elegir unapersonaal azar, esta:

a) seamujer, searubiao tengaojos claros (es decir, quetenga por lo menosunade

esas 3 caracterigicas.

b) tenga oj 0s oscur os

) sea un hombreno rubioy de oj 0s oscur os

d) tenga cabello rubio o no tenga cabello rubio (algunade las dos cosas).

€) tengagjosclarosy 0jos oscuros (las dos cosas simultaneamente).

f) Laprobabilidad de encontrar a unamujer rubia, ¢es menor,igual, o mayor, quela

de encontrar a unamujer rubiade oj os claros?

Resolucion

Definiremos | os sucesos:
* M: la persona es mujer
* R: lapersonaesrubia

* C: lapersonatiene ojos claros E
Entonces |os datos son: M R
P(M) = 0.6 P(C) =0.35 P(R) = 0.25

P(M n C)=0.2 P(M n R)=0.1 P(Rn C)=0.15
P(M n Cn R)=0.05 ¢




Vamos aresolver el gercicio de 3 formas distintas.

* Formal: Aplicandolos axiomasde la probabilidad y sus consecuencias parahallar las
probabilidades pedidas.

a) Nos piden P(M [0 C O R). Por la generalizacion de la quinta consecuenciapara 3
sucesos, sabemos que: E
PMOCOR) =PM)+P(C)+P(R)-PMNnC)-PMnR)-P
(CnR)+PMM n CnR)

Y en este caso, todos |os sumandos del lado derecho de la

igualdad son dato. Entonces obtenemos:
PMOCOR)=06+0.35+0.25-0.2-0.1-0.15+0.05=0.8

M R

E
b) El suceso "tener 0jos oscuros” esla negacion del suceso "tener M R
ojos claros'. Es decir, es & complemento de C. La segunda
consecuencianos dice que P(A) + P(A ) =1, conlo cud:
P(C)=1-P(C)=1-0.35=0.65 é
c) Aqui € razonamiento es similar al del punto anterior. Si la £ M R

persona elegida es hombre, no-rubio, y de 0jos oscuros, no tiene
ninguna de las 3 caracteristicas M, Cy R, y salié el complemento
del conjunto M O C O R (lo de afuera de los tres globlos del
diagramade Venn).

La segunda consecuenciadice que P(A) + P(A ) =1, con lo cual si llamamos:
A=MOCOR

entonces lo que estamos buscando es P( A ), y como conocemos P(A), hacemos.
P(A) =1-PA) =1-08 =02

d) Estamos buscando P(R ' R ). Como los sucesos complementarios son disjuntos
(porque necesariamente A n A =[1), por € tercer axioma: E
P(RO R)=P(R)+P(R).

Luego por la segunda consecuencia:

P(R)+P(R)=1

Este resultado era evidente, porque sblo se puede ser rubio o no-
rubio. Solo puede llover o no-llover. Por |o tanto |a probabilidad de que suceda alguna de
las dos cosas es necesariamente 1, porgque siempre sucede alguna de |as dos cosas.




e) Nos piden P(C n C). Cy su complemento no pueden ocurrir g
a mismo tiempo, porque una persona no puede tener 0jos clarosy

0j 0s no-claros simultaneamente (supongamos gue | as personas
tienen los dos ojos del mismo color). Entonces como las dos cosas
no pueden ocurrir a mismo tiempo, la probabilidad de su c
interseccion es necesariamente cero.

f) Las mujeres rubias pueden tener 0jos claros u 0j0S 0SCuros. E
Siempre que unamujer searubiay de ojos claros, sera y R
necesariamente mujer rubia, pero no al revés, porgue e hecho de

gue una mujer sea rubia no garantiza que ademas tenga 0jos

claros. Entonces la probabilidad de encontrar una mujer rubia que ¢
ademas tenga 0jos claros es menor que la probabilidad de simplemente encontrar a una
muijer rubia.

Si lo queremos pensar por la cuerta consecuencia:
MNnRNCOOMNR)=>PMnRnC)<P(MnR)

(usamos <y no < porgue < es para el caso particular en e cual un conjunto esta incluido
en otro porque ambos conjuntos son iguales (recordemosque A =B => AL ByB[A)

» Forma?2: Aplicandolos axiomasde la probabilidad y sus consecuencias parahallar
todaslas probabilidades.

Siendo los datos:

P(M) =0.6 P(C) =0.35 P(R) =0.25

P(MM n C)=0.2 P(M n R)=0.1 P(Rn C)=0.15
P(M n Cn R)=0.05

1) En lainterseccion triple tenemos 0.05

—

2) (M n C) eslaunion de los sucesos diguntos:
MnNnCnR)y(MnCn R).

L uego:

PMNnCnR+PMMnCn R)=P(M n C)




=PMnCn R)=PMnC)-PMnCnR)=
=0.2-0.05=0.15

—

3) Andlogamente aplicamos lo mismo para(M n R) y para (R n C). Es decir, sabemos
gue la probabilidad del "6valo" (M n R) debe dar en total 0.1, y que la probabilidad del
"6valo" (R n C) debe dar en total 0.15.

0.05.

6) Como sabemos que P(E) debe dar en total 1, la probabilidad de laregion que se
encuentra afuera de los 3 conjuntos debe ser 0.2.
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Luego las respuestas a las preguntas son inmediatas.

* Formag3: Planteando un sisemay resolviéndolo

Laterceraforma nos permite un mayor grado de automatizacion (que nos seria Util por
ejemplo s fuéramos a desarrollar algun tipo de software que resolviera estas cuestiones).

Tomando los tres sucesos, el espacio muestral nos quedo dividido  E

en 2° = 8 regiones (el 2 porque a hacer el experimento puede pasar
gue ocurra o no ocurra (2 posibilidades) ese suceso, y € 3 porque
eso o aplicamos a cada uno de los 3 sucesos que estamos

considerando). Tenemos entonces 8 incognitas. c
E

Comenzamos por ponerle nombre acada una de las M R

regiones. Si llamamos x; a P(region i), entonces por m

gjemplo nos podria quedar como vemos en el grafico. W

L uego escribimos ecuaciones a partir de los datos que éé

tenemos: w X8

- c S

Dato Ecuacion

P(M) =0.6 X1+X2+X4+X5=O.6

P(C) =0.35 X4+ X5+ Xg + X7 =0.35

P(R) =0.25 Xo+ Xz + Xg+ Xg = 0.25

P(M N C) =0.2 Xs+ X5 =0.2

P(M nR)=0.1 X2+ X5 =0.1

P(Rn C)=0.15 Xs + X = 0.15

PMnCnR)=005 Xxs=0.05

Podria parecer que tenemos solamente 7 ecuaciones para las 8 incdgnitas, pero también
sabemos que la probabilidad del espacio muestral es 1, es decir:
X1+ Xo+Xg+Xa+Xs+ Xe+ X7+ Xg =1




El sistemaampliado queda:

0 0.6
0 0.35
00.25
O|O.2
0 0.1
00.15
0 0.05
I 1

—_ o O oo o =~
—_ O O = O = O
- o O O O = O O
—_ O OO0 = O = =
e e e e e
—_ O = O O = = O
—_ o OO O o~ O

De donde por cualquier método, por g emplo el de Gauss, obtenemos:
X1:O.35 Xo = 0.05 X3 = 0.05 Xg = 0.15
X5 = 0.05 Xs = 0.1 X7 = 0.05 Xg=0.2

Con lo cual yatenemos todo resuelto y estamos en condiciones de responder sobre las
probabilidades de cualquiera de los 8 casos 0 uniones de ellos.

Para hallar las respuestas podemos sumar todas las probabilidades x; de las regiones que
cumplan con lacondicion. Si las regiones que cumplen con la condicion son muchas,
podemos hacer 1 - [las probabilidades de | as regiones gue NO cumplen con la condicion].
Luego:

a)1-x3=0.8

b) X1 + X, + X3 + Xg = 0.65

C) Xs=0.2
d)Xi+Xo+Xs+Xa+t Xs+Xe+ X7+ Xg=1
e 0

f) mujer rubia x; + x5 = 0.1

mujer rubia de 0jos claros: xs = 0.05
0.1>0.01



Probabilidad condicional

Supongamaos que estamos estudiando el rendimiento de los alumnos de la materia
Probabilidad y Estadistica en un determinado examen.
De un relevamiento surge que:

* el 80% de los alumnos estudi6 para el examen -

* €l 75% de los alumnos aprobd el examen A B
* €l 15% de los alumnos no estudio para el exameny

no lo aprobé. 005 |07 01

Si definimos e experimento de tomar un alumno al
azar, y llamamos A al suceso "el alumno tomado
aprobo el examen" y B a suceso "el dumno tomado

.15

estudio parael examen", entonces tenemos que:

P(A) =0.75

P(B) =0.8

P(A n B)=0.15

Con estos datos y considerando que P(E) = 1, ya podemos hacer € diagrama de Venn
correspondiente y conocer las probabilidades de todas las regiones.

Por ggemplo, si quisiéramos evaluar €l nivel de los profesoresy las clases, nos puede
interesar responder la pregunta: ¢Cudl esla probabilidad de que un alumno gque haya
estudiado haya aprobado € examen?

I ntuitivamente podemos darnos cuenta de que, al menos bajo ciertas circunstancias, €l
procedimiento para encontrar la respuesta podria ser fijarnos, de entre los alumnos que
estudiaron, cuantos aprobaron.

L os alumnos gue estudiaron fueron el 80%.

Ese 80% esta formado un 70% que aprobaron y un 10% que no aprobaron.

Entonces podemos decir que de cada 80 alumnos que estudiaron, 70 aprobaron.

Visto de otraforma, si estamos parados en B, la probabilidad de estar al mismo tiempo
también parados en A es 70/80 = 0.875.

La cuenta que hicimos intuitivamente fue calcular la proporcién entre la cantidad de
alumnos que [estudid y aprobd], sobre € total de alumnos que estudiaron.



Entonces, respondiendo ala pregunta, la probabilidad de que un alumno gue estudie
apruebe, es decir, la probabilidad de que ocurra A dado que ocurrio B, se escribe P(A/B) y
vale
P(ANB)

P(B)
Dicha expresdn constituye la definicion de probabilidad condicional, y vale paratodo par
desucesos A, B contenidos en el mismo espacio muestral.
P(A/B) se lee " probabilidad condicional de A dado B", o bien " probabilidad de A dado B"
o bien " probabilidad de que ocurraA sabiendo queocurrio B".
Mas abajo se mostrara conceptual mente como se llega a esa expresion.

P(A/B)=

En este g emplo quedan definidas las siguientes probabilidades:

P(A) probabilidad de que un alumno cualquiera apruebe

P(B) probabilidad de que un alumno cualquiera estudie

P(A/B) probabilidad de que un alumno que estudi6 apruebe
P(B/A) probabilidad de que un alumno que aprobd haya estudiado

Y también:

P(A/ B) probabilidad de que un aumno que no estudi6 apruebe

P(B/ A) probabilidad de que un alumno que no aprobd haya estudiado
P( A /B) probabilidad de que un alumno que estudié no apruebe

P( B /A) probabilidad de que un aumno que aprob6 no haya estudiado

A modo ilustrativo, calcularemos algunas:

La probabilidad de que un alumno que aprobd haya estudiado es la probabilidad de que

ocurra B(estudio) sabiendo que ocurrié A (aprob0), es decir:

P(BNA) 0.7
P(A) 0.75

Notemos queno es o mismo la probabilidad de que un alumno que estudio apruebe (P

(A/B)) quela probabilidad de que un alumno que aprobd haya estudiado (P(B/A)).

P(BIA)= =0.933

La probabilidad de que un alumno apruebe sin estudiar es |a probabilidad de que apruebe
dado gque no estudio, es decir, la probabilidad de que ocurra A sabiendo que no ocurrié B,
0 sea:

P(A/B)=

P(A
P(



¢Como explicamos desde |os conceptos vistos hasta ahora la expresion hallada parala
probabilidad condicional ?

Como vimos antes, la probabilidad de que ocurra A dado que ocurrio B es la probabilidad
de que ocurran A y B simultaneamente dividida la probabilidad de que ocurra B, es decir,
intuitivamente, la probabilidad de "estar parados en A, sabiendo que estamos parados en
B".
Lo que sucede es que €l hecho de "estar parados en B" implica que estamos asumiendo
que B es cierto. Es decir, estamos calculando probabilidades a condicion de que B ocurra.
Eso no se diferencia en nada de considerar, a menos por un momento, que B es nuestro
nuevo espacio muestral, y que P(A/B) no es otra cosa que P(A) dentro de ese nuevo
espacio muestral.
Es decir, P(A/B) es en realidad |a probabilidad de que ocurra A en un espacio en el que
estamos asumiendo que ocurrio B.
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espacio muestral original nos guedamos con una parte

Pero e B con € que nos guedamos todavia no estalisto para ser un espacio muestral,
porgue sus probabilidades no suman 1.

Justamente, las probabilidades que tienen en ese gréfico no son correctas porgue estaban
referidas al espacio muestral E. Hay que adaptarlas respetando dos cosas:

» Ahora deberan sumar 1.

» No se debe alterar la proporcion relativa que tienen las probabilidades dentro de B.
Laformade cumplir con esas dos cuestiones es multiplicar (o dividir) todas las
probabilidades que estan en B por € mismo factor.

¢Cudl es ese factor? Comencemos por notar que las probabilidades contenidas en B
suman P(B). Entonces dividiendo todas | as probabilidades por P(B), la sumatiene que dar
1.



Y al estar dividiendo todas |as probabilidades por € mismo ndmero, la proporcion se
mantiene. Ahora ya sabemos por qué aparece el P(B) dividiendo en la B
definicion de probabilidad condicional. i

En e gemplo, P(B) = 0.8

Entonces el 0.7 se convierteen 0.7/ 0.8 = 0.875

Y e 0.1 seconvierteen 0.1/ 0.8 =0.125 0.875 0.125
Con lo cual yatenemos todo o que necesitamos para

describir nuestro nuevo espacio muestral B.

Para ain mayor claridad, podemos cambiarle €l estilo a este
diagrama de Venn, de modo de hacerlo més parecido a 2l nuevo espacio muestral
estilo al que estamos acostumbrados:
Vemos que hicimos para el espacio muestral B el mismo tipo de diagrama que
B solemos hacer para el espacio muestral E.
- ™
A Esto es para mostrar que podemos pararnos en
un nuevo espacio muestral (que puede ser un
subconjunto del espacio muestral original) y
obtener un espacio muestral tan valido como el
original, con ladiferencia de que las
probabilidades que aparecen en e nuevo
0.125 espacio muestral estan referidas al nuevo
~ ~ espacio muestral y no al original. Es por eso
gue el 0.875 que aparece es P(A) pero referidaal espacio muestral B, es decir, P(A/B).

Si se sobreentiende que nos estamos refiriendo al espacio muestral B, entonces no hace
falta escribir P(A/B) y podemos escribir simplemente P(A).

De hecho s o pensamos, cuando trabajamos en el espacio muestral E, |as probabilidades
estan referidas a espacio muestral E, pero como normalmente se sobreentiende que las
probabilidades estan referidas a espacio muestral E, no hace falta escribir P(C/E) y
escribimos directamente P(C).

Una notacion que se suele utilizar es colocarle como subindice al operador P el espacio
muestral a cual serefiere la probabilidad. Entonces P(A/B) se puede escribir también P
(A) lo cual selee"probabilidad de A referidaal espacio muestral B" o bien exactamente
igual que antes "probabilidad de A dado B".

Otra cuestion que podemos notar es que hasta ahora nunca nos habian aparecido
probabilidades multiplicando o dividiendo, sino siempre sumando o restando. Las



probabilidades multiplicando o dividiendo son caracteristicas de |os cambios de espacio
muestral, tema que hasta ahora no habiamos explorado.

| nter seccion de sucesos y multiplicacion de probabilidades

De la definicion de probabilidad condicional obtenemos en formainmediata que:
P(ANB)=P(AIB) P(B)

Esto nos da por fin unaformade calcular probabilidades de intersecciones paralos casos
en gue no conocemos la probabilidad de la union y entonces no podemos usar:

P(A n B) =P(A) + P(B) - P(A 0 B)

Si pensamos P(A n B) como P(B n A), con la probabilidad condicional obtenemos:
P(ANB)=P(AIB) P(B)=P(BI/A) P(A)

¢Quésucede con lainterseccion de 3 sucesos?
Laprobabilidad de lainterseccion esP(A n B n C).
Asociando A y B, y usando probabilidad condicional, hacemos:

P(AmBmc):P(Cm(AmB))zP(C/Am”) P(ANB)

Si ahora aplicamos que P(A n B) = P(B/A) P(A) nos queda € siguiente resultado:
P(AmBmC):P(A)P(V)P (/
A ANB

Para n sucesos, podemos generalizar este resultado. Si llamamos Ay, A, ..., Aralosn
sucesos, nos queda:

i—1
Al./intersect Aj
j=1

P(intersect A;)= H P

i=1 i=1

Ejemplo

El 95% de los gatos de 3 colores son hembras. El 40% de |os gatos son son hembras. Al
tomar un gato al azar, ¢cudl esla probabilidad de que sea una hembra de 3 colores?

Si e suceso A esque €l gato elegido seade 3 coloresy e suceso B es que sea hembra,
estamos buscando P(A n B). Nos dieron de dato:

P(A/B) =0.95

P(B) =0.4

Usando probabilidad condicional calculamos:

P(AnB) = P(A/B).P(B) = 095.04 = 0.38



Ejemplo

Setienen en una caja 3 bolitas negrasy 3 bolitas blancas. ¢Cudl es la probabilidad de
sacar 2 bolitas y que resulten ser blancas?

Analicemos:

Como originalmente hay 3 bolitas negrasy 3 blancas, |a probabilidad de sacar una bolita
blanca es 0.5. Sacamos una bolitay la degjamos afuera.

Supongamos que la bolita que sacamos resulto ser blanca. ¢Cudl es ahora la probabilidad
de sacar una bolita blanca? Intuitivamente (por ahora) responderemos que %/s, porque
guedan 2 bolitas blancas en las 5 que hay.

Ahorale pondremos nombre a estos Sucesos:

A: que la primera bolita sacada sea blanca

B: que la segunda bolita sacada sea blanca

Evidentemente lo que estamos buscando es P(A n B)

Vimos que P(A n B) = P(A/B).P(B) = P(B/A).P(A)

Y segln lo que analizamos recién, conocemos P(A) = 0.5, y también conocemos P(B/A),
porque sabemos cudl es la probabilidad de que la segunda bolita sea blanca sabiendo que
la primeralo fue. Habiamos determinado que era ?/s. Entonces calculamos P(A n B):

P(A n B) =P(A).P(B/A) = 2/5.0.5 = s

Con lo cual podemos responder a la pregunta: |a probabilidad de sacar 2 bolitasy que
ambas sean blancas, es 1/5.

Antes comentamos que cuando aparecian probabilidades multiplicando eso indicaba
cambios de espacios muestrales. El P(B/A) que usamos es |la probabilidad de que ocurra B
referida al espacio muestral A. Es decir, luego de que sacamos una bolita blanca, cuando
Ilega el momento de sacar la segunda bolita el espacio muestral ya no es el mismo que era
antes de sacar la primera (porque la composicion de las bolitas en lacgjayano esla
misma).

Ahora pensemos en un caso mas complejo: ¢cudl esla probabilidad de sacar 3 bolitas, de
modo tal que las dos primeras sean blancas, y latercera sea negra?
Definimos un nuevo suceso:
C: que latercera bolita sacada sea negra
Y entonces |o que estamos buscando es P(A n B n C). Aplicando lo estudiado antes,
P(ANBNC)=P(A) P(ly) P (/

A ANB
P(A) eslaprobabilidad de que la primera bolita sea blanca, 0 sea 3/6
P(B/A) eslaprobabilidad de que |la segunda bolita sea blanca, dado que la primera fue
blanca. Como vimos antes, luego de sacar una bolita blanca queda 3 negrasy 2 blancas,
con lo cua P(B/A) = 2/5.




P(C/ (AnB)) eslaprobabilidad de que la tercera bolita sea negra, dado que delacga
original se sacaron dos blancas. Al momento de sacar latercera bolita, quedan 3 negrasy
una blanca, con lo cual P(C/ (AnB)) = 3/4.

Luego la probabilidad buscada es:

2
P(AmBmC):é—E:O.IS
654

Ahora veremos un diagrama gue nos podra ser de utilidad en estos casos:

En este diagrama se muestra el estado original delacga, las
=0 5 8: probabilidades de sacar una bolita blancay una bolita
,Pm\,'anﬁa“ ®| negra, Yy el estado de lacajaluego de sacar ese tipo de
.l bolita.

p Naturalmente, €l diagrama se puede expandir, y se
{”EQFQ 7= O®| puede volver adescribir 1as probabilidades de sacar
bolitas - 0,5 8' blancas y negras en cada caso (es decir, las
probabilidades de que la segunda bolita que se saque sea blanca o negra) y
asi sucesivamente. Esta |l 6gica se puede seguir aplicando recursivamente mientras sigan
guedando bolitas en lacga.
Si hiciéramos €l diagrama de &rbol paralas primeras 3 bolitas que se extraen, € diagrama
quedaria asi:
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Este gréfico es una version ampliada del anterior. Para cada situacion hipotética, se volvié
acalcular laprobabilidad de sacar una bolita blanca o negra, y se volvio adibujar €
estado en que quedarialacaas sucediera que se extrgjera una bolita de ese color. A
medida que vamos recorriendo los caminos va cambiando € dibujo de lacgjita; esto lo
gue muestra es que va cambiando el espacio muestral a medida que vamos sacando
bolitas. Es por eso que las probabilidades que aparecen en las flechas son condicionales,
referidas al espacio muestral del que parte cada flecha

Este diagrama nos proporciona muchisima informacion. Por ggemplo:

Podemos calcular facilmente lo que habiamos cal culado antes: 1a probabilidad de que las
primeras 2 que se saquen sean blancasy latercera negra. Simplemente hacemos el camino
correspondiente, multiplicando, y obtenemos la probabilidad buscada:

05.%5.%, = 0.15

Pero este es sdlo uno de los 8 caminos posibles. Todos se pueden calcular de lamisma
forma.



No es solamente la probabilidad de |os caminos de 3 bolitas la que podemos calcular.
También podemos usar el diagrama para calcular las probabilidades de los caminos de 2
bolitas. Por g emplo, la probabilidad de sacar primero 1 blancay después 1 negra es:
05. 3/5 = 3/10

Todos esos calculos |os podemos hacer porque las probabilidades que figuran en el
diagrama son, en realidad, probabilidades condicionales. Por gemplo, arriba ala derecha
dice "P(negra) =3%/,". Si los sucesos A, B y C son como |los definimos antes, esa
probabilidad que aparece en el grafico no essino P(C/ (AnB)). Esdecir, € "P(negra) =
3/," que aparece en €l gréfico significa"la probabilidad de que la tercera bolita extraida
sea negra, dado que las dos primeras fueron blancas, es?/,".

Otro tipo de cdlculo que nos podria interesar hacer es: " ¢cual esla probabilidad de que
luego de sacar 3 bolitas, queden dentro delacga 2 negrasy 1 blanca?'. Para calcular esta
probabilidad, primero hay que buscar todos |os caminos que nos conducen aesa
situacion:

C.=B,B,N C,=B,N,B C;=N,B,B

Luego, la probabilidad de terminar teniendo en lacga2 negrasy 1 blancaesla
probabilidad de haber hecho el camino 1 6 €l camino 2 6 el camino 3, es decir:

P(C. 0 C,0OCy)

Como los caminos son disjuntos (porque s se hace uno, es imposible que se hagan los
otros), entonces la probabilidad de la unién es la suma de las probabilidades, con lo cual:
P(C.OC,0OCs) = P(Cy) +P(Cy) + P(Cy)

Y usando el diagrama para calcular las probabilidades, obtenemos:

P(Cl) + P(Cz) + P(C3) =05.2%.3,+05.35.%,+05.35.2, = 9y

Ademas notemos que;
* en todas las bifurcaciones, P(blanca) + P(negra) = 1, porque si sacamos una
bolita, tendra necesariamente que ser blanca o negra. No hay ninguna otra
posibilidad.
* sl sumamos las probabilidades de efectuar cada uno de los 8 caminos que tenemos
si sacamos 3 bolitas, esa suma debe dar 1, porque si sacamos 3 bolitas, tendremos
necesariamente que emplear uno de los 8 caminos. No hay ninguna otra posibilidad.
Esto también se cumple para los caminos que resultan de sacar 2 bolitas, y paralos
gue resultan de sacar 1 bolita.

Por dltimo, recordemos los gréficos sirven para mostrar, no parajustificar. Si se nos pide
una justificacion, serequiere el tipo de analisis que hemos hecho "formalmente”.



Aplicando dos veces la definicion de probabilidad condicional

Ladefinicion de probabilidad condicional es:

P(A/B)ZM

P(B)
Pero como P(A n B) =P(B n A) y ademés:
P(B/A):P(%Q;M —> P(BNA)=P(BIA) P(A)

Combinando las dos expresiones resulta:
P(ANB) P(BNA) P(B/A)P(A)

P(AIB)= P8~ PB] ~ P(B)
Es decir:
P(ar)=LELLE AL obien p(s/a)=LLAECE)

lo cual puede resultarnos util si tenemos P(A/B) y queremos conocer P(B/A) o viceversa.
Recordemos que no son lo mismo.

Ejemplo

El 30% de las personas tiene 0jos claros. El 60% de las personas es mujer. Se sabe
ademas que la probabilidad de que una mujer tenga ojos claros es 0,2. ¢Cual esla
probabilidad de que una persona de ojos claros sea mujer?

Trabajaremos con |os sucesos:

A: la persona extraida tiene ojos claros

B: la persona extraida es mujer

Entonces |os datos son:

P(A) = 0,3
P(B) = 0,6
P(A/B) = 0,2

Y queremos saber P(B/A). Usando el resultado anterior obtenemos:
P(B/A):P(A/B) P(B)_0206 04
P(A) 0,3

Problemastipicos
1) Setieneque: P(A) = 0.3, P(A/B) = 0.4, P(A 0 B) = 0.2. Calcule P(B) y P(B/A).

Resolucion:

Por la definicion de probabilidad condicional, P(A/B)= P(ANB) :

P(B)




0.2

Despejando P(B), queda P(B):I;)((i?BB)) Luego P(B)=02=0.5

Nuevamente, por la definicién de probabilidad condicional,
P(BAA) 0.2
P(A) 0.3

P(BIA)= =0.67

2) Laprobabilidad de quellueva en un determinadodiaes 0.4. Perosi latribu bailala
danzadelalluvia, la probabilidad de que llueva se duplica. En la aldeatienen la
costumbrede bailar la danzadela lluviatodos|os dias, a menos que hayan salido a cazar
rinocerontes. Latribu sale a cazar rinocerontesel 70% de los dias. Calculela probabilidad
de queen un determinado dia:

a) llueva

b) llueva, sabiendo quelatribubailé la danzadelalluvia

¢) latribubaileladanzadelalluvia

d) lluevay latribu bailela danzadelalluvia

e) latribu hayabailado la danzadelalluvia, dado que ese diaterminolloviendo

f) latribu baileladanzadelalluviay nollueva

0) llueva, sabiendo queese dialatribuno bailala danzadelalluvia

Resolucion:

Comencemos por definir, para un dia cualquiera:
A: llueve
B: latribu bailaladanzade lalluvia

L os datos que nos dan son:

P(A) = 0.4

P(A/B) = 0.8

P(B) = 0.3 (porque el 70% de los dias la tribu esta fuera de |a a dea cazando rinocerontes)

a) La probabilidad de que llueva es dato, P(A) = 0.4

b) La probabilidad de que llueva, sabiendo que latribu bail6 la danza de lalluvia, también
esdato. P(A/B) =0.8

c) Laprobabilidad de que latribu baile la danza de lalluvia es, como calculamos antes, P
(B)=0.3

d) La probabilidad de que lluevay latribu baile |la danza de lalluvia es, por la definicion
de probabilidad condicional, P(A n B) = P(A/B).P(B) = 0.24



€) La probabilidad de que latribu haya bailado la danza de lalluvia, dado que ese dia
termind lloviendo, es P(B/A). Obtenemos:
P(B/A):P(BOA)_O.24

= =0.6
P(A) 0.4

f) La probabilidad de que en un determinado dialatribu baile ladanzadelalluviay no
llueva, esP(B n A°)

Por propiedades de conjuntos, sabemos que P(B n A) + P(B n A°) = P(B), porque (B n
A) [0 (B n A°€) = B. Esto también puede entenderse como que la probabilidad de que la
tribu baile y llueva, méas |la probabilidad de que latribu baile y no llueva, esla
probabilidad de que latribu baile (sin importar s terminalloviendo o no). Mediante
cualquiera de las dos justificaciones, P(B n A) =P(B) - P(B n A), conlo cual la
probabilidad pedidaes P(B) - P(B n A) =0.06

V emos que este resultado es coherente, ya que de acuerdo alos datos, la danza de lalluvia
suele ser bastante efectiva.

g) La probabilidad de que llueva, sabiendo que ese dialatribu habia salido a cazar
rinocerontes, y por lo tanto no bail6 ladanza de lalluvia, es P(A/BC), es decir,
"probabilidad de A dado que no B". Por el teorema de la probabilidad condicional, queda:
P(ANB)

P(B)
Por propiedades de conjuntos, sabemos que P(A n B) + P(A n B€) = P(A), porque (A n
B) O (A n B°) = A. Esto también puede entenderse como que la probabilidad de que
[luevay latribu baile, masla probabilidad de que lluevay latribu no baile, esla
probabilidad de que llueva (sin importar si latribu baila o no).

Entonces P(A n B€) = P(A) - P(A n B), conlocua: P(A/B)=

Ademas sabemos que P(B) + P(B€) = 1, con lo cua queda:
p(a/5)=PAI=P(ANB)

1-P(B)
Y yadegamos todo en funcién de valores que ya conocemos. Hacemos la cuentay
obtenemos que P(A/B°) = 0.23

P(A/B)=

P(A)-

P(ANB)
P(B)

Por ultimo, podriamos hacer un grafico para visualizar todo mas claramente:
E Primero colocamos en lainterseccion que P(A n B) =0.24

A Luego, como P(A) = 0.4, entonces P(A n B€) debe ser 0.16, para
(@» satisfacer P(A n B) + P(A n B€) = P(A).
Andogamente, como P(B) = 0.3, entonces P(B n A€) debe ser

0.06, para satisfacer P(B n A) + P(B n A®) = P(B).




Por otro lado, sabemos que la probabilidad total, es decir, la probabilidad de E, debe ser 1.
Como la probabilidad total es 1, deducimos € valor que nos falta, es decir, |a probabilidad
de que no sucedani A ni B. P(A¢ [1B°) valel-0.16-0.24-0.06 =0.54

Si solamente hubiéramos querido las respuestas a las preguntas de este problema,
podriamos haber hecho € grafico, completado con los datos, y obtener |as respuestas
rapidamente. Hicimos el andlisis expuesto para mostrar una posible justificacion de los
resultados obtenidos. Recordemos que no hay una unica forma de aplicar la probabilidad
condicional parallegar a resultado, y también que los graficos no constituyen una
justificacion.

3) En unadeterminadaciudad, €l 11% delas personastiene &l cabello rubioy el 89%
tiene el cabello negro. En esa poblacion, 49 de cada 100 per sonasson hombres. Tomando
unapersonaal azar, existe unaprobabilidad 0.84 de que esa per sonatenga 0j 0s 0scur os.
El 54.55% de las per sonasrubias, también tienen ojos claros. El 13.73% delasmujeres
son rubias. El 42% delas per sonas son hombresde oj os oscur os. El 41% delas per sonas
no es mujer ni tiene cabello rubio ni ojos claros.
Calculela probabilidad de una per sonatomadaal azar:

a) Sea unamujer rubiadeojos claros.

b) Tengacabello negroy ojos claros.

¢) Sea un hombrerubio de 0j os oscuros.

Resolucion:

Comencemos definir los sucesos y organizar |os datos:
R: que una persona searubia

C: que una persona tenga ojos claros

M: gue una persona sea mujer

P(R) = 0.11
P(M) = 0.51
P(C) = 0.16

P(C/R) = 0.5455
P(R/M) = 0.1317

P(CC OIMC) = 0.42
P(CS ORC OMC) = 0.41

Como € problema es complicado, conviene que hagamos un gréfico y vayamos
completando los valores a medida que |os obtenemos:



E o Vemos que, con 3 sucesos, E queda dividido en 22 = 8 regiones.
De las 8 regiones, el Unico dato gue conocemos que abarca a una
solaregion es P(CC ORC [1M°) = 0.41

04
c

Por propiedades de conjuntos, como vimos en |os gjemplos E
anteriores,

P(Cc OMC) =P(CcOM°c OR) + P(C°¢ OMC¢ ORC)

con lo cual P(C¢ O M€ [OR) = 0.01. El gréfico queda:

Ahora observemos que en R hay 4 regiones, y también tenemos 4 datos.
P(R) =0.11

P(CcOMCOR) =0.01

P(C/R) = 0.5455

P(R/M) =0.1317

De las dos condicional es podemos obtener:
P(COR) =P(C/R) . P(R) = 0.06
P(R OM) = P(R/M) . P(M) =0.07

Podemos escribiraRcomo R=RnCnM O RnC:nM O RnCnM€¢ O RNnCCnM¢€
Por propiedades de conjuntos, RnCnM O RnCnM¢ = RnC, conlo cudl

R=RnC O RnC°nM 0O RnCcnM¢

Conlocua P(R)=P(RnC O RnC°nM [0 RNnCCnM©)

Como esos 3 subconjuntos de R son diguntos, entonces:

P(R) = P(RnC) + P(RNnC°nM) + P(Rn C¢n M€)

Y sabemosque P(R) = 0.11, P(RnC) = 006 y P E (RnCcnM€) = 0.01
Por lo tanto, P(RNC¢nM) =0.04 R M

Y luego P(RNCnM) = P(RnM) - P(RnC¢nM) = 0,03 a@‘

Con lo cual encontramos la probabilidad que nos pedian en a), y @@‘

el gréfico nos queda: a

Ahoravamos a aplicar laférmula parala suma de 3 sucesos.
P(A)+PB)+P(C)-PANnB)-PANC)-PBnC)+P(AnBnC)
En este caso queda:

P(R)+ PM)+P(C)-PRNn M)-PRNC)-PMnC)+P(Rn M n C)
Y sabemos que estasumadal - 0.41 = 0.59

El Unico valor que no conocemos es P(M n C). Lo despegjamos.




PMnC)=PR)+PM)+PC)-PRnM)-PRnC)+P(Rn M n C)-0.59
PMnC) = 011+051+0.16-0.06 - 0.07 + 0.03 - 0.59

P(M n C) = 0.09

De donde obtenemosP(IM n Cn R)=P(M n C)-P(M n Cn R) =0.06

Y ya podemos obtener directamente los dos valores que faltan para completar el gréafico:
PCNnMCNnR)Y=PC)-PCnM°NnR)-PCnMnR)-P(Cn M n R

P(C n M®n R®) =0.16- 0.03- 0.03 - 0.06 =0.04
PMnC:nR)=PM)-PMNnC°NnR)-PMnCnR)-P(Mn Cn R

P(M n C°n R®)=0.38-0.04-0.03-0.06=0.38

El grafico queda

]

En b) nos piden la probabilidad de que una persona tenga cabello negro y ojos claros. Eso
esP(CNn R =P(Cn R°n M)+P(Cn R°n M€ =0.06+0.04=0.1

En c) nos piden P(R n C¢ n M¢) =0.01

4) En unaciudad hay un 60% de mujeres. El 25% delas per sonastiene ojosclaros. El
30% delas mujerestiene ojos claros. ¢Qué por centaje de los hombrestiene oj os oscur 0s?

Resolucion:

Podriamos tomar |os eventos:

M: ser mujer

C: tener gjos claros

Y proceder exactamente igual que en &l problema 2, en cuyo caso estariamos buscando: P
(Cc/ M9

Sin embargo, vamos a hacer un planteo un poco diferente, con el objeto de mostrar un
método més general para un tipo de problema que veremos mas adel ante.

Tomaremos |os eventos:

M: ser mujer

H: ser hombre

C: tener gjos claros



O: tener 0jos oscuros
Y estamos buscando: P(O / H)

Comenzaremos por hacer €l siguiente esquema:
M H

C
O

En las 4 posiciones centrales, colocaremos las probabilidades de los 4 casos posibles (M
NnC,MnOHNC,HnN O). Enlas 4 posiciones periféricas, colocaremos las
probabilidades propias de cada uno de los sucesos M, H, Cy O. Més adelante
estudiaremos estas Ultimas probabilidades con el nombre de " probabilidades marginales’.
V eamos qué datos nos dan:
P(M)=0,6
P(C) =0,25
P(C/M) =0,3
Nos piden:
P(O/H)
Agregamos los 2 primeros datos al gréfico:
M H
C 0.25

O

0.6
Observemos que los hemos colocado en |as posiciones periféricas.
Ademas, como sabemos que una persona solo puede tener 0jos claros u 0j0s 0scuros,
entonces P(C) + P(O) =1, con lo cual P(O) = 0.75. Andlogamente, P(M) + P(H) =1, con
lo cual P(H) = 0.4.

M H
C 0.25
O 0.75
0.6 0.4
El tercer dato nos dice:
P(C/M) =0,3
L - - . _P(CnM) _
Por ladefinicion de probabilidad condicional, podemos escribir: P(C/M)= P (M) =0.3

,conlocual: P(CNM)=P(M).P(CIM)=0,6 .0,3=0,18
Eso nos da el valor de una de las intersecciones, y las intersecciones son las que estan en
el centro del grafico. Cologuemos el valor que acabamos de obtener:
M H
C 0.18 0.25




o | | | 0.75
0.6 0.4

Notemos que el porcentaje de personas con 0jos claros sera € porcentaje de mujeres con
0jos claros més el porcentaje de hombres con ojos claros. Entonces:
P(C) = P(Cn M) + P(Cn H)
Conlo cual:
P(CnH) = PC)-P(Cn M) = 0.25-0.18 = 0.07
Se vera un mejor acercamiento a ese planteo, en la seccion "probabilidad total” de este
mismo capitulo.
Andogamente, €l porcentaje de mujeres sera el porcentaje de mujeres con 0jos claros mas
el porcentaje de mujeres con 0j0s oscuros. Entonces:
PMM) = PM nC) + P(M n O)
Conlo cual:
PMnO)=PM)-PMnC) =0.6-0.18 = 0.42
Completando € gréfico:

M H
C 0.18 0.07 0.25
O 0.42 0.33 0.75
0.6 0.4

SAlo resta aplicar unavez mas € mismo razonamiento andlogo para calcular todas las
probabilidades. Podemos plantear "el porcentaje de hombres es el porcentaje de hombres
con ojos claros, mas €l porcentgje de hombres con o0jos oscuros' o bien "el porcentaje de
ppersonas con 0j0S 0scuros es el porcentaje de mujeres con 0jos oscuros mas el porcentgje
de hombres con ojos oscuros'.

Si hacemos €l primero, nos queda:

P(H) = PHn C) + P(Hn O)

Conlo cual:

PHnNO) =PH)-PHNC) =04-0.07 = 0.33

También sabemos que como los 4 casosM OC, M 0O, H OC, H 0O son todos los casos
posibles, entonces la suma de sus probabilidades debe dar 1.
PMNnC)+PMnO)+PHNC)+PHNO) =1

Conlo cual:

PHNO) =1-PMnC)-PMnO)-PHNC) =1-0.18-0.42-0.07 = 0.33

(ONH) 0.33
P(H) 0.4
Lo cua indicaque el 82,5% de los hombres tiene 0jos oscuros.

Luego P(0/H)="~ 0,825



5) Lasrevistas pueden estar en castellano, en inglés o en portugués. En cierto puesto de
diarios, d 90% delasrevisasestaen casdlanoy e 2% estaen portugués. El 80% delas
revistas de computacion esta en castellano. El 30% delas revistas es de computacion. Si
unarevista esta en portugués, hay unaprobabilidad 0,4 de que sea de computacion. ¢Cual
es la probabilidad de quetomandounarevistaal azar, esté en inglésy no sea de
computacion?

Resolucion:
Observemos que este problema es como el anterior, pero en vez de ser de 2x2 es de 3x2.
Planteamos el mismo tipo de diagrama gque en el gemplo anterior:
Castellano Inglés Portugués
Computacion
No compult.

L os datos son:
P(castellano) = 0.9
P(portugués) = 0.02
P(computacion) = 0.3
P(castellano / computacién) = 0.8
P(computacion / portugués) = 0.4
Y nos piden:
P(inglés [J computacion)
Colocamos los 3 primeros datos:
Castellano Inglés Portugués
Computacion 0.3
No compuit.
0.9 0.02
También sabemos que P(nho comput) = 0.7 porque como es el negado de un suceso, su
probabilidad es 1 menos la probabilidad del suceso. Visto de otraforma, P(computacion)
+ P(no computacion) = 1.
Andogamente, como las revistas tienen que estar necesariamente en uno de los 3 idiomas,
entonces P(castellano) + P(inglés) + P(portugués) = 1
=>P(inglés) =1-0.9-0.02=0.08
Castellano Inglés Portugués
Computacion 0.3
No compult. 0.7
0.9 0.08 0.02

Por el teorema de |a probabilidad condicional:
P(castellano / computacién) = 0.8 => P(castellano n computaciéon) =0.8.0.3=0.24



P(computacion / portugués) = 0.4 => P(computacion n portugués) = 0.4 . 0.02 = 0.008

Castellano Inglés Portugués
Computacion 0.24 0.008 0.3
No compult. 0.7
0.9 0.08 0.02

L uego, por las propiedades ya estudiadas:

P(castellano) = P(castellano n computacion) + P(castellano n no computacion)
=> P(castellano n no computacion) = 0.9 - 0.24 = 0.66

Y ana ogamente completamos €l resto del cuadro.

Castellano Inglés Portugués
Computacion 0.24 0.052 0.008 0.3
No compuit. 0.66 0.028 0.012 0.7
0.9 0.08 0.02

Luego la probabilidad pedida es P(inglés n computacién) = 0.052

6) En unacajahay 40 bolitas: 10 negras, 10 blancas, 10 rojasy 10 verdes. Se sacan 4
bolitas(sin reposicion). ¢Cudl es la probabilidad de quelas 4 bolitas extraidas sean de
colores distintos?

Resolucion:

Hay 2 formas de resolver este problema: una es mediante multiplicando probabilidades,
como yaseVvio, y laotramediante la definicion de Laplacey € calculo combinatorio,
como se vera mas adelante. Aqui resolveremos el problema de la primeraforma.

Podemos pensar € problema asi: sacar 4 bolitas de colores distintos, es como sacar
primero una bolita cualquiera (no importa €l color), y luego sacar una segunda bolita (que
sea de color distinto ala primera), y luego que latercera sea de color distinto ala primera
y lasegunda, y luego que la cuarta sea de color distinto alas 3 primeras. Podriamos tomar
los siguientes sucesos:

A: que cuando saque la segunda, €l color seadistinto a de la primera.

B: que cuando saque latercera, €l color seadistinto al de laprimeray la segunda.

C: que cuando sague la cuarta, € color seadistinto al de las 3 primeras.

Y luego podemos buscar P(A n B n C). Si llamamos D = A n B, entonces podemos
escribir:

PAnBnC) =PCOD) = P(C/D).P(D)

P(D) = PB n A) = P(B/A).P(A)

Ahora analicemos:



Si hay 10 bolitas de cada color, entonces sin importar de qué color sea la primera que
saquemos, quedaran 9 del mismo color, y 30 de otros colores. Entonces cuando saquemos
la segunda bolita, nos quedaran 30 bolitas favorables, entre un total de 39 bolitas.
Entonces la probabilidad de que la segunda bolita sea de un color distinto a de la primera
es P(A) = 30/39.

Luego sacar la segunda bolita, y suponiendo que fue de un color distinto a de la primera,
nos quedarédn en la caja 38 bolitas, de las cuales 9 seran del color de la primera, 9 serén
del color de lasegunday 20 seran de los 2 colores que todavia no salieron. Entonces la
probabilidad de que latercera bolita sea de color distinto a de las 2 primeras, suponiendo
gue las 2 primeras fueron de colores distintos, no es otra cosa que la probabilidad de B
dado A, y como quedan 20 bolitas favorables de en un total de 38, vale P(B / A) = 2/3.
Con esto ya hemos calculado P(D), porque segun habiamos determinado antes, valia:
P(D) = P(B/A).PA) = /5. %/

Usando e mismo razonamiento anterior, s suponemos que las primera 3 bolitas extraidas
fueron de distintos colores, entonces quedan 37 bolitas, de las cuales 9 son del color de la
primera, 9 del color dela segunda, 9 del color de latercera, y 10 del color que no salio.
Entonces |a probabilidad de que la cuarta bolita sea de color distinto al de las 3 primeras,
suponiendo que las 3 primeras fueron de colores distintos, no es otra cosa que la
probabilidad de C dado D, y como quedan 10 bolitas favorables de en un total de 37, vae
P(C/ D) = 10/37.

Y con esto ya hemos calculado P(A n B n C), porque segn habiamos determinado
antes, valia:

P(A Nn Bn C) = P(C/ D) . P(D) = 30/39 . 20/38 . l0/37 = 0.10942

También, sin salirnos del model o de sucesos sucesivos, podemos pensar € problema
como un arbol. Sacamos la primera bolita (de cualquier color) y queda:



9 bolitas del primer color
30 bolitas de otros colores

Fisacar una bolita de
un caolor gque ya
haya salido) = 9359

Fi{sacar una bolita de
un color nuewvo) = 30/39

no interesa [ halitas del pritmer colar
9 bolitas del segundo color
20 bolitas de otros colares

Fi{sacar una bolita de .
un color que ya Fi{sacar una bolita de

haya salido) = 18/38 un color nuevo) = 20/38

no interesa (3 bolitas del primer color

9 bolitas del segundo color
9 bolitas del tercer color
10 bolitas de otro color

Fisacar una bolita de .
un color que ya Fisacar una bolita de

haya salido] = 2737 un color nuevo) = 10,37

no interesa [9 bolitas del primer calar
9 bolitas del segundo color
9 bolitas del tercer color
9 bolitas del cuaro caolar

Y asi, multiplicamos 3%/39 . 2/55 . %/37, con lo cual obtenemos el mismo resultado. Por
ultimo, recordemos que un gréfico solo sirve paramostrar informacion, no para
justificarla. Para justificar este resultado, debemos emplear probabilidad condicional.

7) Setienen en unaurna?2 bolasnegras, 3 blancasy 4 rojas. Calculela probabilidad de
gqueal sacar 3 bolassin reposicion

a) sean 3 blancas

b) la primerasea blanca, la segundanegra, y laterceraroja

C) sea unade cadacolor

Resolucion:

a)

A: laprimera bolaes blanca

B: la segunda bola es blanca

C: latercerabola es blanca

Sepide: P(A n B n C)

Lo cual como vimos antes se puede escribir como:

P(ANBNC)=P(A) P(%) P %mB

Anéogamente a como procedimos antes:

Tenemos 9 bolas (2 negras, 3 blancas, 4 rojas)

Luego P(A) = 3/9

Si sacamos una blanca (es decir, nos metemos en el espacio muestral en el cua se asume
gue se sacO una bola blanca) tenemos 8 bolas (2 negras, 2 blancas, 4 rojas)




Luego P(B/A) = 2/8

Si sacamos otra blanca (es decir, nos metemos en el espacio muestral en € cual se asume
gue se sacaron dos bolas blancas) tenemos 7 bolas (2 negras, 1 blanca, 4 rojas)

Luego P(C/AnB) =1/7

Luego, P(A n B n C) =6/504 =0,0119

b)

Este gercicio esmuy similar a anterior. Planteamos:
A: laprimerabolaes blanca

B: la segunda bola es negra

C: latercerabolaesroja

Sepide: P(A n B n C)
P(ANBNC)=P(A) P(V) P

C
A ANB

And ogamente a como procedimos antes:

Tenemos 9 bolas (2 negras, 3 blancas, 4 rojas)

Luego P(A) = 3/9

Si sacamos una blanca (es decir, nos metemos en el espacio muestral en el cua se asume
gue se sacO una bola blanca) tenemos 8 bolas (2 negras, 2 blancas, 4 rojas)

Luego P(B/A) = 2/8

Si sacamos una negra (es decir, nos metemos en el espacio muestral en e cual se asume
gue se sacaron una blanca y unanegra) tenemos 7 bolas (1 negra, 2 blancas, 4 rojas)
Luego P(C/ AnB) =4/7

Luego, P(A n B n C) =24/504 = 1/21

c)

Si pensamos este problema como un arbol de los que vimos antes, tenemos un diagrama
en el cual de cada punto salen 3 opciones (negra, blanca, roja). Si vamos aconsiderar las
formas posibles de sacar 3 bolitas, tendremos 3.3.3 = 38= 27 formas posibles.

Las formas posibles de sacar 3 bolitas de distintos colores son 3.2.1 = 6 (primero tenemos
3 colores disponibles, luego 2, luego solo 1). Entonces la probabilidad que nos piden es la
suma de 6 caminos, de los 27 que el &bol tiene en total. Vemos que lo que nos pedian en
a) y en b) eran simplemente 2 caminos de los 27 que hay.

Por |o tanto una de las formas de hallar |a probabilidad pedida en c) (més adelante
veremos otras) es sumando 6 ramas del arbol, cada una de | as cuales se obtiene como en
los dos puntos anteriores. Entonces:

P(negra, luego blanca, luego roja) = 2/9 . 3/8 . 4/7 = 24/504 = 1/21

P(negra, luego roja, luego blanca) = 2/9. 4/8 . 3/7 = 1/21

P(blanca, luego negra, luego roja) = 3/9. 2/8 . 4/7 = 1/21



P(blanca, luego roja, luego negra) = 3/9.4/8 . 2/7 = 1/21

P(roja, luego blanca, luego negra) = 4/9 . 3/8. 2/7 = 1/21

P(roja, luego negra, luego blanca) = 4/9 . 2/8 . 3/7 = 1/21

Luego larespuesta es 6/21 = 2/7

No degja de ser [lamativo que las 6 ramas hayan dado |o mismo. Esto es porque en realidad
el problema puede ser visto de forma mucho mas simple. Dicha forma ser& estudiada mas
adelante. Pero esta solucion se ofrece porque es mecanica, funciona siempre, se puede
programar, y no dalugar a equivocaciones.



| ndependencia

Dos sucesos son independientes si e hecho de conocer que ocurrié uno de ellos no afecta
la probabilidad de que ocurra €l otro.

Consideremos por ejemplo |os siguientes sucesos.

A: Argentinale gana hoy aBrasil en € partido de fatbol
B: Estanoche hay lunallena

C: Sube € precio de los autos nuevos
D: Sereduce |a cantidad de gente que compra autos nuevos

Dijimos gque dos sucesos son independientes si el hecho de conocer que ocurrié uno de
ellos no afectala probabilidad de que ocurra el otro.

Hoy Argentinay Brasil jugaran un partido de fatbol, y con nuestro conocimiento
futbolistico llegamos a la conclusion de que la probabilidad de que Argentina le gane hoy
aBrasil esde0,6.

En ese momento miramos por laventanay nos damos cuenta de que hoy hay lunallena.
¢Eso modificard nuestra creencia de que la probabilidad de que Argentina le gane a Brasi|
es 0,6? Es decir, laprobabilidad de que gane Argentina en una noche que hay lunallena,
¢podriamos decir que es distinta de la probabilidad de que gane Argentina en una noche
cualquiera? Probablemente no, a menos que seamos expertos en astrologia y “ sepamos”
gue los astros afectan el desempefio de |os futbolistas de distintos paises.

Dicho de otraforma, P(A) = 0,6 y ademas P(A/B) = 0,6 (porque el hecho de saber que
ocurrio B no afecta la probabilidad de que ocurra A).

Vemos que P(A) = P(A/B) es una forma matematica de expresar |o que dijimos antes de
gue dos sucesos son independientes si € hecho de conocer que ocurrié uno de ellos no
afecta la probabilidad de que ocurra € otro.

Supongamos que la historia hubiera sido distinta: Sabemos que la cuarta parte de los dias
hay lunallena, y entonces P(B) = 0,25. Si alguien nos pregunta: “ ¢cual es la probabilidad
de que @ 26 de abril de 1982 haya habido lunallena?’, responderemos: “0,25”. Luego la
persona nos dice: “ ¢Estas seguro? Mira que ese dia Argentinale gan6 aBrasil”.
¢Modificaremos entonces nuestra respuesta? Probablemente no, a menos que alalunale
guste ponerse llena cuando Argentina le gana a Brasil.



Dicho de otraforma, P(B) = 0,25y ademas P(B/A) = 0,25 (porque el hecho de saber que
Argentina le gand a Brasil no afecta la probabilidad de que haya habido luna llend).
Observamos entonces que en este gjemplo también vale P(B) = P(B/A). Y si hacemos las
correspondientes cuentas, también veremos que se verifica P(A n B) = P(A) . P(B)
Daremos a continuacion la definicion y luego demostraremos las equivalencias:

Dos sucesos A, B son independientes
<=>
P(A/B) = P(A)
<=>
P(B/A) = P(B)
<=>
P(A n B) =P(A) . P(B)

Verificaremos las equivalencias:

Si se cumple P(A/B) = P(A), aplicamos la definicion de probabilidad condicional del lado
izquierdo y nos queda: P(A n B) / P(B) = P(A), luego P(A n B) = P(A) . P(B)

Si pensamos €l P(A n B) como P(B n A) y aplicamos nuevamente la definiciéon de
probabilidad condicional del lado izquierdo, nos queda P(B/A) . P(A) = P(A) . P(B), luego
P(B/A) = P(B), con lo cual verificamos la equivalencia de las 3 expresiones.

Pasando alos sucesos C y D, aun sin saber mucho de economia nos imaginamos que debe
haber una cierta relacion entre los precios y la cantidad de compradores. No nos resultaria
extrano que la probabilidad de que se reduzcala cantidad de compradores de autos nuevos
en un pais donde ha aumentado el costo de |os autos nuevos sea mayor que en un pais
cualquieraen e cua no sabemos si aumentd o no aumento el costo de los autos nuevos.
Supongamos que del anuario de la sociedad internacional de automoviles sacamos los
siguientes datos:

En € ano 1995, en el 25% de los paises se redujo la cantidad compradores de autos
nuevos. En el 30% de los paises subi6 € costo de los autos nuevos. Y en el 80% de los
paises en los cuales subi6 € costo, ba 6 la cantidad de compradores. Es decir:

P(D/C) =0,8

P(D) = 0,25

P(C)=0,3

Vemos que P(D/C) # P(D) por lo tanto los sucesos C y D no son independientes, por o
tanto tampoco se cumplen las otras dos definiciones y entonces P(C/D) # P(C) y también
P(C n D) #P(C) . P(D)

A continuacion hagamos |os diagramas de Venn de los dos € empl os dados:



I ™ e ™,
A B C D
0,30 0,72
e - e -
| ndependientes No independientes
(se cumplen las definiciones) (no se cumplen las definiciones)

Casos especiales de dependencia

» Sucesos diguntos.

Si los sucesos son diguntos, € hecho de que ocurra uno implica que el otro no ocurre. Es
decir, en & caso de que sean disjuntos, €l hecho que un suceso ocurra no solamente afecta
la probabilidad de que €l otro ocurra, sino que ademas |la hace directamente cero. Por |o
tanto |os sucesos son fuertemente dependientes.

Si el suceso R es que una persona searubiay € suceso M es que seamorocha, Rn M =
[, y por lo tanto si se sabe gque una persona es rubia la probabilidad de que sea morocha
es cero y también s se sabe que una persona es morocha, la probabilidad de que searubia
es cero. Vemos que por tratarse de sucesos disjuntos, €l hecho de que ocurra uno hace que
la probabilidad no solamente sea af ectada sino que ademas la hace valer cero.

» Un suceso incluido en otro:

Si un suceso estaincluido en otro, a ocurrir el de “adentro” necesariamente ocurre
también el de “afuera’. Es decir, e hecho de que haya ocurrido el de “adentro” modifica
la probabilidad de que ocurra el de “afuera’, y de hecho la hace uno.

Si @ suceso N es haya nubes un determinado dia haya nubesy € suceso L es que llueva,
notamos que L [0 N. El hecho de saber que un diallovié hace que la probabilidad de que
haya habido nubes sea 1, con lo cual & hecho de saber que ocurrio L afectala
probabilidad de N. Y también e hecho de saber que hubo nubes no necesariamente
implicara que llueva, pero en general afectarala probabilidad de que llueva, porque
recordemos que aceptar que “hay nubes’ implica meterse en un espacio muestral en €
cual “hay nubes’, y por lo tanto todas las probabilidades se modifican porque deben estar
referidas a nuevo espacio muestral.



Visualicemos estos g empl os mediante diagramas de Venn:

E E

;. Ty I ™y
L
R M
. ey . ey
No independientes No independientes
L os sucesos disjuntos no pueden ser Si un suceso esta incluido en otro no pueden
Independientes. ser independientes

| ndependencia de los complementos

Dados dos sucesos A, B:

A, B indep. <=> A, B€indep. <=> A€, B indep. <=> A€, BC indep.

Lajustificacion es simple, si € hecho de que ocurra A no afecta la probabilidad de B,
entonces tampoco afecta la probabilidad de que no ocurra B.

Por ggemplo si se sabe que los sucesos:

A: Argentinale ganahoy aBrasil en € partido de futbol

B: Estanoche hay lunallena

son independientes, y setiene el suceso:

X: Estanoche no hay lunallena

¢Son A 'y X independientes? Si, porque X = BC, y st A 'y B son independientes, A 'y B
también lo son. Dicho de otro modo, si € hecho de que gane Argentina no afectala
probabilidad de que haya luna llena, tampoco afectala probabilidad de que no hayaluna
llena. Y tampoco por g emplo, si la probabilidad de que haya lunallena no afectala
probabilidad de que gane Argentina, tampoco afecta la probabilidad de que no gane
Argentina.



Problemastipicos

1) Indiquequé puede afirmar acercade laindependenciade los siguientes paresde
SUCesos.
a) Queal tirar unamoneday un dado salga caraen lamoneday 3 en el dado.
b) Quela clase sea buenay quelos alumnos entiendan.
¢) Queunalatade arvgaspese masde 200 g y que contengamas de 300 arvgas.
d) Quelluevay quesuened teléfono en los proximos 5 minutos.
e) Quelluevay quehayanubes
f) Queun nimerosea par y que ese mismo nimero sea impar
g) Queal tirar unamoneday un dado salga caraen la moneday NO salga 3 en €l
dado.

Haga las aclaraciones que consider e necesarias.
Resolucion:

a) Podemos suponer que son independientes, porque No parece que Si ocurre una cosa se
vea afectada |a probabilidad de que ocurrala otra.

b) Podemos suponer que no son independientes, porque la probabilidad de que los
alumnos entiendan si la clase fue buena debe ser mayor que si no lo fue, y visto de otro
modo, si los alumnos entendieron, |a probabilidad de que la clase haya sido buena debe
ser mayor que si |os alumnos no entendieron.

¢) Podemos suponer que no son independientes, porque hay unarelacion entre el peso de
lalatay la cantidad de arvejas que contiene, y como los sucesos "la lata pesa mas de 200
g"y "lalata contiene mas de 300 arvejas" son condiciones impuestas sobre esas
cantidades relacionadas, no pueden ser independientes.

d) Podemos suponer que son independientes. En principio no hay ningunarelacion entre
unacosay laotra. Pero s tuviésemos mas informacion (por ejemplo, que unatia siempre
nos llama para recordarnos que cerremos las ventanas porgue gque se halargado allover)
nuestra respuesta podria ser diferente, porque en ese caso € hecho de que ha comenzado a
Ilover incrementa la probabilidad de que suene el teléfono en los proximos 5 minutos
porque puede ser latia avisandonos que esta lloviendo.

€) No son independientes, porque uno esta incluido en otro.



f) No son independientes, porque son disuntos.

g) Los suponemos independientes por las mismas razones que en a), o también porque €l
suceso del dado es el complemento de un suceso que era independiente del de la moneda,
entonces también es independiente.

2) Determinar si los sucesos A y B son independientes, de acuerdoalos siguientes datos:
a)P(A)=0,3;P[B)=02; P(AnB)=005
b) P(An B =0,1;P(AnB)=02;PA/IB)=03

Resolucion:
a) P(A) . P(B) =0,3.0,2=0,06 £ 0,05=P(A n B), por lo tanto no son independientes
b) P(A n B®) + P(A n B) =P(A) = 0,3 =P(A/B), por lo tanto son independientes

3) S laprobabilidad de que hoy lluevaes 0.2 y la probabilidad de que hoy se me acabela
tintadelalapiceraes 0.6, calculela probabilidad de que:

a) lluevay se me acabelatinta

b) [luevay no se me acabelatinta

¢) nolluevay no se me acabelatinta
Aclarequé suposiciones debe hacer.

Resolucioén:

Debemos suponer que e suceso de que hoy lluevay el de que se me acabe latinta son
independientes (si no, no se podriaresolver). Nos dicen que la probabilidad de que llueva
es 0.2, por lo cual laprobabilidad de que no llueva es 0.8. Ademés |a probabilidad de que
se acabe latinta es 0.6, por o cual la probabilidad de que no se acabe latintaes 0.4.
Resolvemos:

a) Sabemos que cuando dos sucesos son independientes, la probabilidad de que ocurran
simultaneamente es €l producto de |as probabilidades de que ocurran individua mente.
Es decir, los sucesos A y B son independientes <=> P(A n B) =P(A) . P(B)

Si tomamos A: "que llueva' y B: "que se me acabe latinta" entonces:

P(AnB) =PA).PB) =02.06 =012

b) Si A y B son independientes, entonces A y B¢ también lo son. Entonces vale:
P(A n B% = P(A).P(B® =02.04 = 0.8

c) Si A y B son independientes, entonces A©y B¢ también |o son. Entonces vale:



P(AC n BS) = P(AS).P(BS) = 0.8.0.4 = 0.32

4) Setiran 2 dados honestos. Calculela probabilidad de que:
a) No salga ningin 1
b) No salga ningiin nUmeroimpar.

Resolucion:

a) Consideraremos a los dados independientes. Y entonces tomamos |os sucesos.

A: queno salgaun 1 en el primer dado.

B: que no salgaun 1 en el segundo dado.

Y queda:

P(AnB) = PA).PB) = %.5% = 0.694

También lo podriamos haber pensado de acuerdo alo que vimos cuando estudiamos
multiplicacion de probabilidades. Tomando |os mismos sucesos A y B, |o que estamos
buscando es P(A n B), lo cua seglin vimos se puede escribir como P(A) . P(B/A). En este
caso particular, por considerarlos independientes, P(B/A) termina siendo P(B), y entonces
Ilegamos a mismo resultado que con € otro planteo es decir P(A) . P(B) = 0.694

b) Nuevamente |os consideramos independientes. Y tomamos |os sucesos.
A: gque no salga ningun namero impar en el primer dado.

B: que no salga ningln nimero impar en el segundo dado.

Y queda:

P(AnB) = PA).PB) = 3.3 = 025

Aqui también podriamos hacer el mismo razonamiento que antes.

5) Laprobabilidad de acertarlea un blanco en cadadisparoes de 0.6. ¢Cuél esla
probabilidad de que, efectuando 5 disparos, se acierteel primero, se falle el segundo, se
acierten e terceroy e cuarto,y sefallee quinto?

Resolucion:

Si aplicamos el mismo enfoque que en los anteriores, asumiremos gue los 5 intentos son
independientes y haremos:

A: acertar e primero

B: fallar el segundo

C: acertar € tercero

D: acertar €l cuarto

F: fallar el quinto



PANnBnNnCnDnF) =PA).PB).PC).PD).P(F) = 06.04.06.06.04 =
0.03456

Lo cual es correcto. Podriamos haberlo pensado con multiplicacion de probabilidades,
con lo cua €l resultado habriasido P(A) . P(B/A) . P(C/ BnA) . .... y las condiciones
habrian desaparecido porgue |os sucesos son independientes, y llegariamos a mismo
resultado que antes.

También podriamos hacer:

A probabilidad de acertar un disparo

PAAnA°n AnAnA° = PA).PA°.PA).PA).PA% =06.04.06.06.
0.4 = 0.03456

Y obtenemos el mismo resultado. Esto se debe a que luego de cadaintento, la
probabilidad de acertar sigue siendo la misma (se mantiene constante) y cada sucesivo
disparo se lleva a cabo en las mismas condiciones que €l primero.

6) Setieneunaciertamonedacargada, parala cual la probabilidad de sacar caraes0.7. S
un experimento consiste en tirar dichamoneda 2 veces, calcule la probabilidad de:

a) sacar primerocaray después ceca

b) sacar primerocecay despuéscara

C) sacar unacaray unaceca

Resolucion:

a) A: sacar caraal tirar lamoneda

P(A) =0.7

Como vimos en e gemplo anterior, consideramos |os dos intentos independientes y
hacemos:

P(sacar caraen laprimeray cecaenlasegunda) = P(A n A®) = 0.7.0.3 = 0.21

b) Bajo las mismas condiciones:
P(sacar cecaen laprimeray caraenlasegunda) = P(A°n A) = 0.3.0.7
V emos que nuevamente no importa el orden.

0.21

C) "Sacar unacaray unaceca" es equivalente a"Sacar caray después seca, 0 sacar cecay
después card". Entonces si €l suceso A es"sacar cara’, la probabilidad es:

P(sacar unacaray unaceca) = P((sacar caray después ceca) o (sacar cecay despues
cara)) = P((A n A9 O (A°n A))

Aplicamos laformula para la probabilidad de la unién y obtenemos:

P((A n A9 O (An A) = P(An A9+ PAcn A)-P(A n A% n (A°n A))

P(A n A®) y P(A€ n A) yaestaban calculadas antes

P(ANn AN (A°nA) =PAnA°n A nA) = PANnA° =PF0O) =0



Lo cual esldgico porgue no puede salir caray no salir caraal mismo tiempo.

Entonces queda:

P((A n A9 O(Acn A)) =P(A n A +P(ASn A) = 0.21+0.21 =042

Vemos que no importa el orden en el sentido de que todas las formas de ordenar tienen la
misma probabilidad, pero s queremos tomar |a probabilidad de que ocurra, y ocurraen
cualquier orden, la probabilidad serg, 16gicamente, mayor, ya gue sera la union de todos
los érdenes posibles en los que puede ocurrir.



Probabilidad total

Comencemos por recordar 10 que es una particion. Una particion de un conjunto es una
formade dividirlo en una determinada cantidad de subconjuntos denominados partes,
tales que esas partes son todas diguntas, y alavez launion de todas ellas forman €
conjunto original.

Por ejemplo ilustremos una posible particion de un determinado conjunto E:

Vemos en el dibujo que se cumplen las dos
condiciones que enunciamos sobre las partes:

1) E=¢ P,
i=1

(launién de las partes es € conjunto)
2) PinN P = ] para |¢J
(todas las partes son diguntas entre si)

Por otro lado, recordemos que si un determinado
conjunto A esta incluido en otro conjunto E, V2
entonces por propiedades de conjuntos sabemos que
AnE=A

Usando dicho resultado, podemos decir que si €
conjunto E es & espacio muestral de un experimento
y A es un suceso (0 sea un subconjunto de ese
espacio muestral), entonces:

P(A) =P(A n E) (porquecomo A JE,An E=A)
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L uego podemos, por g emplo, crear una particion del conjunto E, subdividiéndolo en n

n

partes p;, y luego por la primera propiedad de las particiones, E= ¢ p,
i=1

Es decir, podemos escribir E como la unionatoria de las partes, y entonces:
PANE)=PAN ¢p)=PAn (p:0p0...0pn)
i=1

L uego se puede aplicar la propiedad distributiva de conjuntos, y se obtiene:
PANn(pOp0...0pn) =P(Anp)OANp) O...0A N pn)



Notemos ahora que como las p; son disjuntas, entonces los (A n p;) también son todos
disuntos. En consecuencia, por €l tercer axioma podemos escribir la probabilidad de esa
suma como la suma de las probabilidades, y nos queda:
PAnp)OAnNnpO...O0ANP) =PANPp)+PANPR+...+PANPY)=

= ZP(Aﬂpi)

Entonces, en resumen, llegamos alo que se E conoce como formula de la
probabilidad total:

P(A):Z P(ANpi)

Es decir, la probabilidad de A eslasumade las
probabilidades de las intersecciones de A con cada
parte del espacio muestral.

Esto es Gtil porgue a menudo se quiere calcular la
probabilidad de un determinado suceso compuesto
por diversos resultados y resulta muy facil y practico (y aveces cas obligatorio)
encontrar una particion del espacio muestral y calcular la probabilidad del suceso
mediante laformula de la probabilidad total.

Otro resultado que es Util y constituye un caso particular de probabilidad total eslade un
suceso y su complemento. Dado un espacio muestral E y un suceso cualquiera D, como se
estudié al comienzo de este capitulo D y D€ forman una particion de E porque D [ D€ =
EyDn DC=0.
D y D€ son entonces las pi, y podemos calcular la probabilidad de otro suceso A con la
probabilidad total:
P(A)=). P(ANpi)=P(AND)+P(AND")

i=1
Vemos ahi justificada de otraforma la expresion que utilizamos antes para resolver
problemas. En & fondo estabamos usando probabilidad total.

Pero volvamos a laformula de la probabilidad total. S hacemos un paso mésy le
aplicamos la definicion de probabilidad condicional a P(A n p), llegamos a una
expresion alternativa, que por lo general resulta mas précticay se usaen lamayoriade los
Casos:
P(A)=)  P(Anpi)=2, P(Alpi).P(p,)

i=1

i=1

Problemastipicos



1) En unadeterminadaciudad, la probabilidad de que una per sonaelegida al azar sea
mujer y tengaojosazuleses 0.1, y la probabilidad de que una personaelegida al azar sea
hombrey tenga ojos azules es 0.15. ¢Cual es la probabilidad de que unapersonaelegida
al azar tenga oj os azules?

Resolucion:
El experimento consiste en tomar una persona a azar, y registrar su sexo y €l color de sus
0j0s. Definimos 3 sucesos.

M: que la persona elegida al azar sea mujer.

H: que la persona elegida al azar sea hombre.

A: que la persona elegida al azar tenga 0jos azules. E
Como una persona es hombre 0 es mujer y no hay otras
posibilidades, entonces P(M) + P(H) = 1. Como ademés no se
puede ser hombre y mujer al mismo tiempo, los sucesos M y
H son digjuntos. Es decir, M y H constituyen una particion
del espacio muestral E.

H

Nos piden: P(A)
Como A [0 Eentonces A n E =A. Por lo tanto:
P(A) =P(A n E)

Como M y H constituyen una particion de E, entonces.
P(AnE) = PAn (MORH))

Distribuimos lainterseccion y queda:
PAn(MOH) =P(AnM)O(ANH)

Como M y H son diguntos, entonces (A n M) y (A n H) son diguntos. (Una persona no
puede ser hombre y mujer al mismo tiempo, por o tanto tampoco puede (tener ojos azules
y ser mujer) y (tener ojos azulesy ser hombre) al mismo tiempo. Queda:
PIANnM)O(ANnH) =PAnM+PANH) =01+0.15 = 025

2) Unaempresaquefabricalamparitastiene 2 plantas, la A y la B. Cadalamparita
fabricadapor A tiene probabilidad 0.01 de ser defectuosa. Cadalamparitafabricadapor B
tiene probabilidad 0.02 de ser defectuosa. Si las plantasA y B producen el 60% y € 40%
delas unidadesrespectivamente, ¢cual es la probabilidad de que unalamparitafabricada
por la empresa sea defectuosa?

Resolucion:



Siguiendo el mismo andlisis del gjercicio anterior, € experimento consiste en tomar una
lamparita, y ver quién lafabricd, y si es defectuosa. Tomamos |os siguientes sucesos:

A: que lalamparita haya sido fabricada por la planta A

B: que lalamparita haya sido fabricada por la planta B

D: que lalamparita sea defectuosa

Observamos que A y B son una particion de E, porque A [0 B = E (lalamparita
obligatoriamente fue fabricada por algunadelas 2 plantas) y A n B = I (lalamparita no
puede haber sido fabricada por las 2 plantas).

Nos piden P(D). Como en el gercicio anterior vimos el desarrollo paso por paso, ahora
aplicaremos directamente la formula de la probabilidad total:

P(D)Z; P(Dﬂpi)Z; P(D/pi).P(pi)

Donden=2,P,=A, P,=B.
Usamos la segunda expresion y queda:
P(D)=Y P(DIPi). P(Pi)=P(D/A).P(A)+P(DI/B).P(B)
i=1
Observemos que si nos dicen que la probabilidad de que una lamparita fabricada por A
sea defectuosa es 0.01, nos estan diciendo P(D / A) = 0.01. Entonces:

Otrosproblemas

La probabilidad total es una herramienta muy utilizada en muchos temas de probabilidad
y estadistica, por |o que las aplicaciones mas importantes apareceran en |os proximos
capitulos.



Regla de Bayes

Consideremos un modelo como el que planteamos a estudiar la probabilidad total, en el
cual el espacio muestral estaba particionado y se queria calcular la probabilidad de un
suceso A contenido en ese espacio muestral.

Supongamaos ahora que |o que sea desea no es la probabilidad del suceso A sino la
probabilidad de una de |as partes, sabiendo que ocurrié A.

El lector podra advertir que esto esté intimamente relacionado con lo que se dijo al
estudiar la probabilidad condicional: que cuando se aplica una condicién, € nuevo
espacio muestral pasa a ser el suceso en el cual se cumple esa condicidn, y entonces las
probabilidades cambian porque ahora estan referidas a un nuevo espacio muestral (si esto
no se entiende inmediatamente recomendamos repasar las secciones 1.4, 1.5y 1.6)

Dijimos entonces que €l espacio muestral E estaba particionado, y que se sabe que ocurrié
A,y entonces se desea calcular la probabilidad de cada parte (es decir, calcular las nuevas
probabilidades, referidas al espacio muestral A).

E A

P ff ™, P3 i i

P n o
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apriori aposteriori

conocemos las probabilidades originalesde  conocemos las probabilidades de |as partes

las partes, o sealas P(p) sabiendo que ocurrio A, o sealas P(pi/A)

Si queremos calcular la probabilidad de la parte pi, sabiendo que ocurrié A, planteamos:
P(p,NA)

P(A)
En & denominador usamos la férmula de la probabilidad total, y nos queda:

P(p.lA)=

i



P(pi/A)Z—P(pimA)

ZP(plﬂA)
i=1
A continuacion damos vuelta las dos intersecciones y aplicamos la definicion de
probabilidad condicional, y queda:
P(p,nA)  P(Anp,)  P(Alp) P(p,)

Y P(p,nA) D P(ANp,) Z; P(Alp,) P(p,)

i=1 i=1
En conclusion:
P(Alp,) P(p,)

Y P(Alp,) P(p,)

i=1

Lo cual se conoce como regla de Bayes 6 formula de Bayes.

P(pl./A)Z

Observemos que se tienen como dato |as probabilidades originales de las partesy la
probabilidad de que ocurra A dentro de cada parte, y |o que se obtiene es |a probabilidad
de que ocurra una determinada parte sabiéndose que ocurrio A.

Ejemplo

En un determinado grupo de gente hay personas rubias, morochasy pelirrojas. El 60% de
la gente es morocha, € 30% rubiay el 10% pelirroja. El 50% de los rubios tiene 0jos
claros, €l 40% de los pelirrojos tiene ojos claros y & 25% de los morochos tiene 0jos
claros. Si una persona elegida a azar tiene 0jos claros, ¢cual esla probabilidad de que sea
rubia?
Aplicamos laregla de Bayes:

P(Alp;) P(p;) 0,5.0,3

(Pl A)== 0.25.06405.03+04 .01
Y. P(Alp,) P(p,)

i=1

=0,441
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CAPITULOII

Variable Aleatoria

Si alguien nos dice que hay un cuadrado cuyo lado mide a, y nos pregunta cual es €
areadel cuadrado, responderemos que el areaesa’. Y podemos responder esa
pregunta sin saber cuanto vale a. Es decir, podemos abstraernos de lalongitud del
lado, y contestar cual esla superficie.

Muchas veces necesitamos trabajar con magnitudes sin tener en cuentalos valores.
Esto puede ser por distintas razones. Puede ser que no conozcamos los valores.
También puede ser que haya muchos valores posibles distintos y querramos
trabajar sin tener en cuenta cud de todos consideraremos al final.

En conclusion, cuando necesitamos trabajar con nimeros abstrayéndonos de los
valores, usamos VARIABLES. Laecuacion de unarectaesy=ax+b. Y eso se
cumple paratodos los puntos de la recta. Entonces en vez de escribirla para cada
punto, la degamos expresada usando variables.

Vamos allamar variable aleatoria a una variable cuyo valor seriaél resultado de un
determinado experimento, si 1o hiciéramos. Por gemplo, si el experimento consiste
en arrojar un dado, podemos definir lavariable aleatoria X cuyo valor sera el
nimero que salga en € dado. El conjunto de valores posibles de X es el espacio
muestral. Y en general nos interesara cud es la probabilidad de que X asuma cada
valor.

V emos gue la probabilidad de que X asuma un determinado valor, esla
probabilidad de que el experimento arroje un determinado resultado, con lo cua
observamos que esto en esencia es o mismo que vimos en € primer capitulo, pero
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con otro enfoque.

Usaremos variables porgue nos permiten operar y mostrar determinadas
conclusiones.

Para el caso del dado, podemos escribir "la probabilidad de que d tirar el dado
salga un nimero mayor que 3" simplemente como P(X > 3), habiendo antes
definido X como el niUmero que saldria si tiraramos el dado.

Paradesignar alas variables aleatorias se utilizan letras mayUscul as. Para designar a
uno de sus valores posibles, se usan las letras minusculas. Por gemplo, si X esla
variable aleatoria asociadaalo que sale d tirar un dado honesto, podemos decir que

P(X =x) = s, U x.

En e capitulo anterior vimos que & espacio muestral es el conjunto de resultados
del experimento aleatorio. Y dado € sinfin de experimentos posibles, |os resultados
podian ser cosas tan diversas como {cara; ceca}, {1, 2, 3, 4, 5, 6}, { ganar la
loteria, no ganar laloteria}, {"soltero, "casado","viudo","divorciado"} . Es decir, €l
resultado de un experimento puede ser un nimero, un valor booleano(si/no), un
texto, etc. Entonces una variable al eatoria puede ser numeérica, booleana, etc.

Pero como con los nimeros podemos medir magnitudes y hacer operaciones, por
lo general podemos extraer de ellos mayor cantidad de informacién que con otras
cosas. Por eso concentraremos nuestro estudio en los experimentos cuyo resultado
es un nimero. Y entonces trabajaremos con variables a eatorias numeéricas. Es
decir, variables cuyos val ores posibles son nimeros.

A raiz de ello, a veces interpretaremos resultados que no son nUMeros, por
gjemplo, & estado civil de una persona observada, como ndmeros, por g emplo
establ eciendo una codificacion numérica: 1=soltero, 2=casado, 3=viudo, etc.

Ejemplo

Setiene € experimento "tirar un dado y considerar € nimero que sae"

El espacio muestral esE={1, 2, 3,4, 5, 6} (*)

Definiremos una variable a eatoria:

X: e nimero que saledl tirar &l dado

Ahora usaremos esa variable aleatoria para calcular |a probabilidad de que salgaun
nimero mayor gue 3. Es decir:

P(X >3)

Observemos que "X > 3" es un suceso. Ahoralo vamos areemplazar por el suceso
equivalente"X=4 U X=5 L X=6".

P(X >3) = P(X=4 UX=5[X=6)

Como los sucesos "X=4", "X=5" y "X=6" son disjuntos, podemos sumar sus
probabilidades:

P(X=4 UX=5UX=6) = P(X=4) + P(X=5) + P(X=6)

Y ahora reemplazamos por |as probabilidades que ya son conocidas:
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P(X=4) + P(X=5) + P(X=6) = s+ /s + /s
Conlocua P(X >3) = ..

(*) existe unadiscusion filosdficaacercade s 1os resultados de dicho experimento son reelmente los
nimerosdel 1d 6 obien"sde 1", "sde 2", "sde 3", etc. y losvaores posibles de lavariable deatoria
son fruto de interpretar esos resultados proposicionades ("sde 3") como resultados numéricos (*3").
Adoptaremos |la convencién de considerar que los resultados del experimento son directamente los
ndmeros, cuando, como en e presente g emplo, |os resultados posibles tengan interpretaci on numérica
inmediata
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Variables aleatorias discretasy continuas

Comparemos ahora €l egemplo del dado con este otro: haremos el experimento de
elegir unanaranjaal azar en unaverduleria, y llamaremos 'Y a peso de lanaranja
elegida. S pensamos en los valores posibles que puede tomar lavariable aleatoria
Y, veremos gue no solamente son infinitos sino que ademéas dado un valor posible
no hay un "siguiente" porque entre cualquier valor y aquel al que considerdramos su
"siguiente” hay infinitos valores posibles. Lavariable aeatoria X esdiscreta. La
variable deatoriaY es continua.

En principio definiremos las variables aleatorias discretas y continuas asi:

* Variable aleatoria discreta: aquellatal que la cantidad de valores posibles que
puede tomar esfinita, o infinita pero numerable. En otras palabras, aguella cuyos
valores posibles son todos puntos aislados del conjunto de valores posibles. Dicho
incluso de unaterceraforma: aguellatal que s tomamos dos cualesquiera de sus
valores posibles, hay entre ellos una cantidad finita de valores posibles.

* Variable aeatoria continua: aguella que no es discreta, es decir, aguellatal quela
cantidad de valores posibles esinfinitay no numerable.

¢A qué nos referimos con infinito numerable y no numerabl e?

Por gemplo, el conjunto de los nimeros natural es tiene una cantidad finita pero
numerable de elementos, porque sus elementos se pueden enumerar.

En cambio, € conjunto de los nimeros reales tiene una cantidad infinita no
numerabl e de elementos, porque sus elementos no se pueden enumerar.

Entonces una variable a eatoria es discreta cuando se pueden enumerar sus valores
posibles (aunque sean infinitos) y es continua cuando no se pueden enumerar.
Dicho de otraforma, el rango (conjunto de valores posibles) de una variable
aleatoria discreta es la unién de puntos aislados (en unarecta, en un plano, etc.),
mientras que el rango de una variable a eatoria continua es uno o varios segmentos
de recta, una superficie en un plano, etc.

De la definicion de variabl e aleatoria continua podriamos inferir que, como cada
valor posible es un punto en un continuo, es decir, un resultado posible entre una
cantidad infinitay ni siquiera numerable de resultados posibles, entonces la
probabilidad de que ocurra ese resultado posible es "cero". Ese cero es comparable
alalongitud de un diferencial de longitud o ala superficie de un diferencial de area.
Es decir, no es que sea cero, porque si no, no seria un resultado posible. Es una
probabilidad de orden diferencial (tiende a cero), por lo cual alos fines préacticos
consideramos que vale cero.

Laformade proceder con las variables aleatorias discretas y continuas no es
siempre lamisma, por lo cua en adelante haremos dintinciones entre ellas. Sin
embargo, en muchos casos | as definiciones y métodos que utilizaremos para ambos
tipos de variables son anal ogos.
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Problemas Tipicos

1) Indique para cada una de las siguientes variables aleatorias si son
discretas o continuas. Haga las aclar aciones que consider e necesarias.

a) El nUmero que sale al tirar un dado.

b) La cantidad de caras que salen al tirar 5 monedas.

¢) La cantidad de accidentes por mes

d) Peso de una naranja.

e) Didmetro de una arandela.

f) El pais donde nacio una per sona.

g) La edad de una persona.

Resolucion:

a) Discreta. La cantidad de resultados es finita.

b) Idem

c) Discreta. Aunque la cantidad de resultados es infinita, porque no hay un valor
maximo posible, es numerable, porque los resultados se pueden enumerar. Otra
forma de ver que es discreta: todos los resultados son puntos aislados.

d) Continua. La cantidad de resultados es infinitay no numerable (no podemos
enumerar todos los resultados). Otraforma de ver que es continua: 1os resultados
no son puntos aislados, sino que forman un continuo (por gemplo, un segmento de
recta).

e) ldem.

f) Discreta. La cantidad de resultados es finita. Observemos que las variables que
no son numéricas por 1o general son discretas.

g) Puede ser discreta o continua. Si tomamos la edad como la cantidad entera de
anos que havivido la persona, entonces es discreta. Si tomamos la edad como un
numero real de afos que havivido la persona (gjemplo: 5,37 afos) entonces es
continua.
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Distribucion de probabilidad

Unavariable aleatoria tal que todos sus valores posibles son equiprobables es un
caso muy particular. En general, cada uno de los valores posibles puede tener
distinta probabilidad. Por eso nos interesa estudiar como se distribuyen las
probabilidades en los distintos valores posibles de la variable.

Al conjunto de valores posibles, y la relacion entre ellosy sus respectivas
probabilidades, se |0 conoce como distribucion de probabilidad.

Notemos que:

1) la probabilidad de un determinado valor no puede ser menor gque cero.

2) lasuma de las probabilidades de todos los valores da 1, porque a hacer €l
experimento siempre sale uno de los resultados posibles.

La distribucion de probabilidad se puede expresar de diversas formas.
Generalmente se usa lafuncién de densidad de probabilidad.

Funcion de densidad de probabilidad

Estafuncién le asigna a cadavalor posible de la variable a eatoria un nimero real
gue consiste en la probabilidad de que ocurra, y por supuesto debe cumplir con las
2 condiciones que enunciamos antes:

a) no puede ser negativa en ningun punto

b) la suma de las probabilidades de todos los valores da 1.

Puede pensarse que la condiciéon "a" es insuficiente, porque la probabilidad no
solamente no puede ser menor que cero, Sino tampoco mayor que uno. Pero
agregar esa condicion seria redundante, porque la condicién "b" garantiza que eso
no puede ocurrir, yaque s |a probabilidad para un valor fuera mayor que 1, como
ninguna probabilidad puede ser negativa entonces |la suma daria necesariamente
mayor al.

S X esdiscreta:
Px(x) es unafuncién que a cada valor posible le asigna su probabilidad.
Px(x) es unafuncion de densidad de probabilidad discretas y solo si cumple con:
1) Px(x) 20 Ux
2 Pu() =1
2) *
Ejemplo:
X: e nimero que sale al tirar un dado honesto:
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Fy i)
1461 AR S A
iy
1 Z 2 3 5 [ 7
WG x=1 0
%%6 X=2 B
@6 x=3 U
_ _ .G 0
Px(x) =P(X=x)=0/6 x=4 0
_- U
46 x=5 1
%1./6 X=6 B
00 Uotro xO

O bien su forma abreviada:
/6 x= 1,2,3,4,5,6%

Px(x) =[O
<) 0o Uotrox [

Si X escontinua:

Habiamos dicho que la probabilidad de que una variable a eatoria continua asumiera
un determinado valor es cero. Entonces trabajaremos con interval os:

fx(x) es una funcidn que integrada entre ay b nos dala probabilidad de que la
variable aleatoria X asumaun valor entreay b.

fx(X) es unafuncion de densidad de probabilidad continuasi y solo si cumple con:

£yr (32

172

1 Z 2 3 5 G T

1) fx(x) 20 U x
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X: @ resultado de elegir un nimero real a azar entre 4y 6:

fo(x) dx =1
2)
Ejemplo:
() = 50,5 4<x<60

UJ
00 Uotro x

L uego la probabilidad de que X caiga en un determinado intervalo es el areabgo la

curvade fx en eseintervalo.

Célculo de probabilidades con la funcién de densidad

Si X esdiscreta:

P(X =Xx) = Px(x)

P(X %)= Y Px(X)

porqgue la funcién Px(x) nos dajustamente la probabilidad
de que X asumasel valor x.

porque la probabilidad de que X = x esla probabilidad de
gue X valgax o cualquier valor menor que X.

P(X <x)= E'Z PX(X)E_ P(X =X)

esigual que laanterior pero le restamos P(X = X) porque
estamos pidiendo que X sea estrictamente menor que X, o
cua noincluyead valor x.

P(X2%)= 9 Px(X)

porque la probabilidad de que X = x esla probabilidad de
gue X valgax o cualquier valor mayor que X.

P(X>x)= E'S PX(X)E_ P(X =Xx)

esigual que laanterior pero le restamos P(X = X) porque
estamos pidiendo que X sea estrictamente mayor que x, 1o
cua noincluyead valor x.

P@S X <h)= Y Px(x)

porque la probabilidad de que X estéentreay b esla
probabilidad de que valga a, €l valor siguiente de a, €

siguiente, ..., 6 b.

Si X escontinua:

P(X=x)=0

porque la probabilidad de un punto en un continuo es cero.

P(X=sx)= _X[ fx(x) dx

porque la probabilidad de que X = x esla probabilidad de
que X caigaen € intervalo (-%;x]

P(X <x)=P(X =x)

porque P(X<X)=P(XZX) - P(X=X) =P(X<xX) —0=P(X 2%

También podemos verlo porque unaintegral definida no
tiene en cuenta s seincluyen o no los extremos del

interval o de integracion. Observemos que estaigualdad
entre P(X = x) y P(X < x) solo sucede con las variables
aleatorias continuas, porgue un determinado punto tiene
probabilidad cero. En las variables aleatorias discretas, |os
puntos no tienen probabilidad cero.



http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

P(X 2 x) = T £ (x) dx porque la probabilidad de que X < x eslaprobabilidad de
9 gue X valgax o cualquier valor mayor que X.
P(X>x)=P(X2X) por razones andlogas al caso de P(X < X)
b porque la probabilidad de que X estéentreay b eslasuma
P(as X <b) = [ fx(x) dx de todos | os diferenciales de probabilidad en €l intervalo
) [ab]

Funcion dedistribucion de probabilidad
(también conocida como funcion de distribucién de probabilidad acumulada a
izquierda)

Esta funcion se nota con la F mayuscula tanto para las distribuciones discretas

como continuas. Vale Fx(x) = P(X = x). Selallamafuncion de distribucién
acumulada porque indica la probabilidad "acumulada’ por todos los valores con

probabilidad no nula desde - hasta x.
Fx(x)= 2 Px(¥)

X=—00

* Paraunavariable deatoria discreta:

Fx(x) = [ f(x) dx
* Paraunavariable aleatoria continua: -

Para ser funcién de distribucion de probabilidad, Fx(x) debe cumplir:

lim Fx(x) =0
1) <~

porgue la probabilidad de que X sea menor que -® es cero.

lim Fx(x) =1
2)

porgue la probabilidad de que X seamenor que ® es 1.

3) Fx(x) mondtonamente creciente (es decir, nunca puede ser decreciente).
porque la probabilidad de que X sea menor que un cierto valor no puede ser menor

alaprobabilidad de que X sea menor avalor mayor que €. Ejemplo: P(X < 5) no
puede ser nunca mayor que P(X < 6). A lo sumo podraser igual.
Formalmente: si b>a, entonces Fx(b) = Fx(b)

limFx(x* h) =Fx(x)
4) "-° (es decir, Fx(x) es continua por derecha)
esto o analizaremos por separado para variables aleatorias discretas y continuas:
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P(#=6) {

SiE —_—

P(=5) {

& —

P=4) {

306 —

Fy (%)

1

216 —

Px=2) {
146 5 :
P {

* Variables deatorias discretas:

L a probabilidad acumulada comienza siendo cero (en -). Sigue siendo cero hasta
gue encuentra el primer valor con probabilidad no nula. A partir de esevalor, la
probabilidad acumulada es |a probabilidad de ese primer punto. Dicha probabilidad
acumulada se mantiene igual, hasta que se llega a segundo punto con probabilidad
no nula. A partir de ese punto, la probabilidad acumulada vale la sumade las
probabilidades de esos dos puntos. Y asi sucesivamente hasta llegar al dltimo valor
con probabilidad no nula, a partir del cual 1a probabilidad acumulada vale uno.
Observemos que e "salto” dado por la funcidn de distribucion acumulada en cada
punto esigual ala probabilidad de ese punto (porque esa probabilidad es o que se
"agrega’ ala sumaacumulada a partir de ese punto).

Esto nos muestra que la funcion tendra una discontinuidad por izquierda en cada
punto con probabilidad no nula, porque lafuncién da el "salto”. Pero por derecha
es continua, porque a partir de cada valor con probabilidad no nula (incluyendo €l
valor) lafuncion vale lo mismo (hastallegar a préximo punto con probabilidad no

nula).

* Variables aleatorias continuas:

Como lo que se va sumando en cada punto son diferenciales de probabilidad,
entonces la funcién de distribucion acumulada resulta siempre continua, tanto por
derecha como por izquierda. Incluso algunos autores definen que una variable
aeatoria es continua <=> su funcién de distribucion acumulada es continua.
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Observemos ahora un gréfico que nos permite obtener unaideaintuitivadela
relacion entre lafuncion de densidad y la funcion de distribucion:

Fy (x) £y )

I A 11

Fop (=22 By £

S48 —
416 —

e —

246 —

lia —_—

Célculo de probabilidades con la funciéon de distribucion

Es justamente para € calculo de probabilidades que se puede apreciar la utilidad de
lafuncidn de distribucion. Como éstatiene yaincluidala sumatoria o integral, para
calcular probabilidades no hace falta calcular ninguna sumatoria ni integral,
justamente porque éstas ya estan hechas. Es decir, si por gjemplo queremos saber
P(X =5), y conocemos la funcion de distribucién, no necesitaremos hacer ninguna
sumatoriani integral, porque € resultado es directamente Fx(5).

Si X esdiscreta:

P(X £ X) = Fx(X) porque Fx(x) es directamente P(X < x)

esigual quelaanterior pero le restamos P(X = x)
porque estamos pidiendo que X sea estrictamente
P(X <X) = Fx(x) = P(X =Xx) menor que X, lo cual noincluyea valor x. Si no
restaramos P(X = x), estariamos acumulando
probabilidad que no corresponde.

porgue como la probabilidad de que ocurra un

suceso 0 su complemente vale 1, entonces P(X < x)
+PX>x)=1

P(X 2x)=1-P(X < X)

P(X'>x) =1~ Fx(x) justificacion analogaalaanterior
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Ladiferenciadelo acumulado hastaby lo
acumulado hasta a, eslo que se acumulaentreay b.
P(a= X =b)=Fx(b) = Fx(@) * P(X =a) |A esp hay que sumarle P(X = a) porque como Fx(a)
incluye laprobabilidad en a, al restarla estamos
omitiendo en &l resultado dicha probabilidad. (*)

(*) Pensemos en &l g emplo del dado:

PRs=X<s5)=Fxb)-Fx(2) +P(X =2) =

= P(X = D)+P(X = 2)+P(X = 3)+P(X = 4)+P(X =5) - (P(X = 1)+P(X = 2)) + P(X
= 2) =

=P(X =3)+P(X = 4)+P(X =5) + P(X = 2) = P(X = 2)+P(X = 3)+P(X = 4)+P(X =
5)

y es0 es |0 que buscabamos.

Ademés observemos que si a no pertenece al rango de X, laférmula sigue siendo
vélida, puesto que P(X = a) = 0.

Si X escontinua:

P(X = X) = Fx(X)

porque Fx(x) es directamente P(X = x)

P(X<X)=P(X=X)“P(X=X)=P(X=x)~0=P(X =Xx)

P(X < x) = Fx(X) porque
Esto solamente ocurre para variabl es a eatorias continuas

P(X > X) =1- Fx(X) porque como la probabilidad de que ocurra un suceso o su
complementevale 1, entoncesP(X = x) + P(X >x) =1

P(X > x) =1~ Fx(x) justificacion analoga

P(a< X <b) = Fx(b) - Fx(a) En este caso no necesitamos sumar P(X = &) porque dicha

probabilidad vale 0.

M é&odo para construir lafuncion dedistribucion a partir delafuncion
de densdad

Como se dijo antes, lafuncion de distribucién resulta Gtil cuando se necesitan
calcular muchas probabilidades de una misma variable aeatoria, porque en ese caso
solo se resuelve la sumatoria o integral unavez (a contruir lafuncion de
distribucion) y luego solamente se eval Ua dicha funcion donde corresponday se
obtienen todas | as probabilidades buscadas.

Pero si necesitamos solamente una o dos probabilidades, no vale la pena construir
lafuncién de distribucion. En tal caso, solo construiremos lafuncién de
distribucion si nos la piden explicitamente. Si no nos la piden, no la construiremos,
y sumaremos o integraremos la funcién de densidad para obtener las probabilidades.

Para variables aleatorias discretas:

Cuando la variable es discreta el método es simple. Si los puntos en los que la
variable tiene probabilidad no nula son X1, Xz, ..., Xa, lafuncién de distribucion
queda asi:
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[ 0 X < X1 []
% Px (X1) X1S X< ng
H  Px(x1)* Px(x Xy S X < Xa
P =0 Ot PxOa) i *5
DPX(X1)+ Px(Xz)"' Px(Xg) X3 < X<X4|:|
U O

: 1 xzx B

Obviamente en |a primera columna pondremos | os val ores correspondientes a cada
probabilidad y haremos la suma. Por gjemplo, en el caso del dado, lafuncion queda
asi:

Fi €3
1

5f6 —_—
415 —_—

316 —_—

216 —_—

116 —_—

1 b 5 G T

00  x<1 O
/6 1S x<27
(p/6 2<x<30

[ [
Fx(x) =[B/6 3=x<40
54/6 4Sx<5%
[(5/6 5=<x<6U

%1 x26g

Para variables aleatorias continuas:

Cuando lavariable aeatoria cuya funcion de distribucion queremos hallar es
continua, el método es un poco méas complgo.

Tomaremos la funcién de densidad y haremos una lista de los puntos que dividen
sus ramas. Luego el dominio nos quedara dividido en intervalos. Trabajaremos
intervalo por intervalo, de izquierda a derecha. Usaremos una variable que
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llamaremos "a". Inicialmente, a= 0.

Para cada interval o tendremos una definicion de fx, y los extremos del intervalo, que
llamaremos X1 y X.. Con cadaintervalo haremos |o siguiente:

1) Encontrar una primitivade lo que valgafx en d intervalo, y lallamarla ¢ .

2) C=a- ¢X(Xl)

3) Fx(x) parad intervalo actud vale: Fx(x) = $x(x) + C

4) Actudizar a= Fx(Xz)

5) Procesar € siguiente intervalo.

L uego de procesados todos los interval os, la Fx(X) quedara formada como la
funcion que en cadarama vadralo que determinamos para cada intervalo, entre los

limites X, y x. de cadaintervalo.

fa

05 I

J:. E e 3 5 & 7 "
Ejemplo

H1/2 1sx=s20

[IX [l

D§_2 45XS5D
f(x)= 0% 0

[(B-_ 5<x=s60

O 2 O

1 0 U otro xJ

Podemos verificar que efectivamente es una funcién de densidad porque nunca se
hace negativay su integral entre-° y +® vale 1.

Hallamos los puntos que dividen lasramas: 1, 2, 4, 5, 6 (quedan 6 interval 0s).
Tomamos a= 0.
Estudiamos todos los interval os:

* Intervalo-® <x<1
fx =
x =0
C=a-0x) = a-9(-*) =0-0=0
Fx(X) = dx(x)+C = 0
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a=Fx)=0

* Intervalo1<x<2
fx = 0,5

¢x = 0,5x

C = a- Px(x1) = a- d(1) = 0-05 = -0,5
Fx(X) = dx(x) +C = 0,5x- 0,5
a = Fx(Xz) = Fx(2) = 0,5
* Intervalo2<x<4
fx =0
x=0
C = a-dxx) = a- $x(2) = 05-0
Fx(X) = $xx)+C = 0+05 = 05
a = Fxx2) = Fx(4) = 0,5
* Intervalo4<x<5
fx = x/2-2
¢x = X?/4-2x
C = a- Px(x1) = a- Ox(4) = 05-(-4) = 45
FX(X) = ¢x(X) +C = X

Please register to remove this banner.

24 - 2x + 4,5

a = Fx(x2) = Fx(5) = 0,75

* Intervalo5<x <6

fx = 3-x/2

by = 3x-x%4

C = a- dxx) = a-9«5) = 0,75-8,75 = -8
Fx(X) = §x«(x) +C = 3x-x%4-8
a=Fx(x)) = Fx(6) = 1

* Intervalo 6 <X <+

fx=10

¢x =0

C=a-0x) =a-96) =1-0=1
Fx(X) = dx(x)+C = 0+1 =1

a = Fx(x2) = Fx(+®) = 1
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i3
1
0,75
05
1 £ 2 3 5 G 7 "
Y luego juntamos todas |as ramas para armar la Fx(X):
[] 0 x<1 [
E E(x—l) 1Sx<25
O 2 0
1
H > 2Sx<4H
Fx(X):ELrl ]
I x2—=2x+45 4<x<50
D4l N
T 2x2+3x~8 5<x<6]
4
H 1 X26 H

Vemos que la funcion de distribucién de una variable continua es continua.

M étodo para obtener lafuncion de densidad a partir delafuncion de
digribucion

Para variables aleatoria discretas:
Reconoceremos que una funcién de distribucion pertenece a una variable aleatoria

discreta porque es constante en todo U salvo en una cantidad finita o infinita
numerabl e de puntos, en los cualestiene "saltos'. Latécnica para obtener lafuncion
de densidad, dada la funcion de distribucion, es bastante simple, y consiste en
definir lafuncion Px(x) con valor nulo en todo U salvo en los puntos en los que la
funcion de distribucion tiene "saltos', en los cuales Px(x) vale ladturadd sato.

Por gemplo, en el caso del dado, tenemos:
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00  x<1 O 01/6-0
S/6 1< x<2p 22/6-1/6

[2/6 2<x<3U [(B/6-2/6

0 0 _

4l6 4<x<57 %/6 416
5/6 55 x<60 6/6-5/6
01 X226 [ 0 0 U

Xx=1 X

X =2 X

X =3 X
_ 0O 0 _ O _ _ _
Fx(X) =[8/6 3= x<40=>Px(x)=14/6-3/6 x=4 O=01/6 X =
X=5 X

X=6 X

otro 0

£y1%)

n.z f]{':]':l

1 Z 2 3
Para variables aleatorias continuas;

Fx(X) = _X[ fx(x) dx

Como s , también se cumple que fx(x) esla derivada de Fx(x)
respecto de x, porque Fx(x) es el areabajo lacurvade fx(x), y a mismo tiempo fx
(x)dx son los diferenciales de probabilidad que se acumulando a integrar para

encontrar la Fx(x). Esto |o podremos ver més claramente en € gréafico.

Cadaramade fx(x) se puede obtener derivando la rama correspondiente de Fx(x),
en un procedimiento mas sencillo que obtener FX(x) a partir de fX(x) yaque no es

necesario buscar constantes para que la funcion resulte continua.

O] 0 x<1 O

0o 1 B U o x<1 [

0 —=(x-1 1=sx<2 O 1 < <cod 01

0 1 0 0 », 1X20 05

i 5 2<x<4 9.0 2sx<ag x_,

P9 =5y 0> 5()=01y -5 4<x<s0"D2

sz2—2x+4,5 4Sx<58 82 B EB‘X

01 0 [rlx+3 5=sx<60 [ 2

D—_x2+3x—8 55 x<6q 0 2 g 00
4 0o o X26 [

H 1 x=6 H

Funcion dedistribucion acumulada a derecha

0
1< x<2q

[

< x<s50
4X5D

[l
5<x=s60
U
U otro x[J

Estafuncion se nota con la G mayuscula tanto paralas distribuciones discretas

I O
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como continuas. Vae Gx(x) = P(X 2 x). Selallamafuncion de distribucién
acumul ada a derecha porque indicala probabilidad "acumulada" por todos los
valores con probabilidad no nula desde x hasta +.

Como € lector podraimaginar, es completamente analoga alafuncion de
distribucion acumulada aizquierda Fx(x), y cumple con las siguientes propiedades:

lim Gx(x) =1
1)

porgue la probabilidad de que X sea mayor que -® es uno.

lim Gx(x) =0
2) *°

porgue la probabilidad de que X sea mayor que ® esO.

3) Gx(x) mondtonamente decreciente (es decir, nunca puede ser creciente).

porque la probabilidad de que X sea mayor que un cierto valor no puede ser mayor
alaprobabilidad de que X seamayor avalor menor que é. Ejemplo: P(X = 5) no
puede ser nunca menor que P(X 2 6). A o sumo podra ser igual.

Formamente: si b<a, entonces Fx(b) < Fx(a)

limGx (x — h) = Gx(x)
4) "° (es decir, Gx(X) es continua por izquierda)
Andogamente a como ocurriacon laFx(x), s X es continua entonces Gx(X) es
continua, y S X esdiscreta entonces Gx(x) es continua por izquierday discontinua
por derecha.

Observacion:

Si X esdiscreta, entonces  Fx(X) + Gx(X) = 1+ Px(x) porquea sumar laFx(X)y
la Gx(x) estamos contando 2 veces P(X = Xx).

Si X escontinua, entonces Fx(x) + Gx(x) = 1 porque P(X =x) =0.
Problemastipicos

1) Determine si las siguientes funciones son de densidad de probabilidad:

%,5 X=2 E

'3 Xx=3
Px(x) =0 _
03 x=6 [

0 Uotrox
- :
E—O,S X=2 E

02 x=3
Px(x) =[O O

10,7 X=6

b) H o OotroxH
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%S X=2 E
3 X=3

Px(x) =0 U

W52 x=6 1
0 Uotrox

5 0 i

J0,5 x=2 0O

P (x)=E_o’3 x=3 @

§ 02 x=6
0 Uotro

d) H xH

(04 x=-10

.

1 Xx=1 E

Px(X)=[03 x=2 [

_, O

53'2 DX‘?’ 0

0 otro X

o H H
Resolucion:

a) No. Nosuma 1.

b) No. Suma 1 pero asigna probabilidades negativas.
c) Si. Sumalyes20Ux

d) No. No suma 1y asigna probabilidades negativas.
e)Si. Sumalyes=00Ux

2) Lavariable aleatoria discreta X esta distribuida segun:

o1 X=1 B

D15 x=2 g

Hol x=4 §

Px(x) =0 _ o
10,2 X=5

O

gms X=7
0 Uotro XE
Indique la probabilidad de que X:

a) sea 4.

b) sea menor oigual a 4.

C) seaalosumo 4.

d) sea menor a 4.

€) sea mayor oigual a 4.

f) sea como minimo 4.

g) sea mayor a 4.

h) estéentre 3y 6.

1) sea menor que 4, sabiendo que es menor que 5.

Resolucion:
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aPX=4) =01
b)P(X=4) = PX=1D)+PX=2)+P(X=4) = 0,35
c) "alosumo 4" y "como maximo 4" significan |o mismo que "menor o igual a4".
Estan pidiendo o mismo que en €l punto b.
dPX<4 =PX=D+PX=2 = 0,25
e PX24) = PX=4)+PX=5+PX=7) =075
f) "como minimo 4" y "a menos 4" significan lo mismo que "mayor o igual a4".
Estén pidiendo lo mismo que en & punto e.
gPX>4) = PX=5+PX=7) = 0,65
hYPB=X<6),= PX=4)+PX=5) =03

ol <4 ):P(X<4Dx<5)

X <5 P(X <5)

1) Nos piden
Vemos que la condicion del numerador se puede reducir a P(X < 4), porgue €l
suceso { X <4} esun subconjunto de{X <5}, conlocua {X <4} =>{X <5}

Luego:
Pu@gq ):P(X<4DX<5):P(X<4): P(X=D)+P(X=2) _025 _

0,71
X <3 P(X <5) P(X<5) P(X=D)+P(X=2)*P(X=4) 035

3) Hallelasfunciones de densidad y distribucién de probabilidad dela
cantidad de caras obtenidas al tirar 2 monedas.

Resolucion:

Como vimos en los ggemplo del capitulo 1, al tirar 2 monedas la probabilidad de no
obtener ninguna cara es /4, la probabilidad de obtener 2 carastambién es /s, y la
probabilidad de obtener una caraes '/-.

Entonces si X eslacantidad de caras obtenidas a tirar 2 monedas, lafuncion de
densidad queda:

025 x=0 0

_HO,S x=1 H

Px(x) =0 _

0,25 x=2

Ho OotroxH

Y lafuncion de distribucion queda:

0 0 x<0 0 O 0 x<0 O OO0 x<0 O
()= P(X =0) 05X<1§_§ 0,25 05X<1@_§),25 OSX<1§
§ B P(X =0) + P(X =1) 1sx<20 g 025+05  1=<x<2g 0,75 1<x<2[

BP(X=0)+P(X=)+P(X=2) x22 H H,25+05+025 x22 H H1 x22 H

4) Lafuncion dedistribucion delavariable aleatoria discreta X es:
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00 x<-1 O
4 —1<x<18
Fx() =05 1<x<20
D8 2<x<3p

H1 x>3 H
Halle la funcién de densidad de probabilidad de X.

Resolucion:

Como se explico antes, para obtener lafuncion de densidad de una variable
aleatoria discreta, dada lafuncion de distribucion, se define la funcidn Px(x) con
valor nulo en todo U salvo en los puntos en los que la funcion de distribucion tiene
"saltos’, en los cuales Px(x) valeladturadd sato.

0o x<-1 0O 1o04-0 x=-10 [04 x=-10

4 —lSX<1D 5-04 x=1 E D,l x=1 E

Fx(X) =05 1<x<20=>Py(X)=[08-05 x=2 0=03 x=2 0
O O, _ _~ U _~ U

D8 2sx<3p H1-08  x=3 5 2 x=3 7

H1 x23 H H 0 OotroxHd HO UotroxH

5) Determine si las siguientes funciones son de densidad de probabilidad:

D5 0<xs<30
B(x) = D0 Uotro xD
a) 0 O
O
b) H 0 otro xH
3 2 —
fx(X):%_ex ZSXSZE
Ho Ootrox H
C)
Resolucion:
J () dx=[05dx=15#1
a 0 => no es funcién de densidad
Ifx(X) dx=j§(x2 —4x+3)dx=1
b) 0 , pero no se cumple fx(x) 2 0 U x, puesto que

paral < x <3, fx(x) <0 => no esfuncion de densidad

Ifx(X) dx='[%x2 dx=1
Q) 0 y secumplefx(x) 20 U x => esfuncion de densidad.
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6) Lavariable aleatoria continua X esta distribuida segun:

fx(x)=% 1< xS4§

B0 Ootro xH
Indique la probabilidad de que X:

a) sea 3.

b) sea menor oigual a 3.

c) seaalosumo 3.

d) sea menor a 3.

€) sea mayor oigual a 3.

f) sea como minimo 3.

g) sea mayor a 4.

h) esté entre3y 6.

1) sea menor que 2, sabiendo que es menor que 3.
j) sea menor que 3.5, sabiendo que es mayor que 1.5.
k) Sean los sucesos A y B:

A: X<2
B: X>3
Determine s A y B son independientes.

Resolucion:
aPX=3) =0 (esun punto en un continuo).

P(X<3)= J’ fx(X) dx = J’ dx =2
b) -
c) "alosumo 3" y "como maximo 3" significan |o mismo que "menor o igual a3".
Estan pidiendo lo mismo que en e punto b.

d) P(X <3) = P(X = 3)=7?;comoene punto b.
P(X 23):jfx(x)dx:jédx=f

3

2) 3

También se podria haber hecho P(X 23) =1 - P(X < 3) = /.

f) "como minimo 3" y "a menos 3" significan lo mismo que "mayor oigual a3".
Estan pidiendo lo mismo que en & punto e.

g) P(X>3) = P(X = 3) = /s como en € punto e.

P3< X <6)= jfx(x)dx jfx(x)dx+jfx(x)dx J’ dx+I0dx—3

h) 3
mx<2Dx<$

P& <%< <3): P(X<3)

1) Nos piden

Vemos que la condicion del numerador se puede reducir a P(X < 2), porgue €l
suceso { X < 2} esun subconjunto de{X <3}, conlocua {X <2} =>{X <3}
L uego:
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2
1
—dx
PQ<2/<):P(x<2Dx<3):P(x<2):-[3 _1
X<3 P(X<3) P(X<3) 31, 2
Ifdx
'3
3.51
—dx
o <35 LP(X<3.SDX>1.5):1‘£3 —08
X>15 P(X >15) 1 '
Iédx
) Nos piden Lo
K) A, B son independientes <=> P(A) . P(B) = P(A " B)
211
P(A=P(X<2)=[Zdx=_Z
(A) = P( ){3dx .
1 1
P(B)=P(X >3)=[Zdx=_
(B)=P(X >3) {3 X=
P(A).P(B) = -
' 9
21 1_2.1
P(ANB)=P(X <20x>3)=1-P(2<X <3)=1-[_dx=1--=22_=>
(An B)=P( x> 3) ( 3 {solx339

=> no son independientes.
Este resultado |o podemos entender intuitivamente sl pensamos que si X < 2,
entonces se ve afectada la probabilidad de que X > 3 (se hace cero) y viceversa.

7) Hallelafuncion dedistribucion dela variable aleatoria X distribuida

segln:
k2 osx<10

U1 O
fx(X)=0= 3=x=50
03 0
00 Uotro x

Resolucion:
Segun el método explicado, comanzamos por listar 1os puntos que dividen las

ramas de fx(x): 0, 1, 3, 5. Son 4 puntos, con lo cual U nos queda partido en 5
intervalos.
Tomamos a=0.

* Intervalo -©< x <0

fx=0

¢x= 0

C=a-0x)) =0-0=0
Fx(X) = dx(x)+C = 0+0 =0
a = Fx(Xz) = FX(O) =0

* Intervalo0<x<1

fx = x?
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¢x = x°/3

C=a-0x) = a-9«0) =0-0=0
Fx(X) = Ox(x) +C =x¥3+0 = x¥/3
a= FxXx) = Fx(1) = 1/3

* Intervalo1<x <3

fx=10

¢x =0

C = a- q)X(Xl) =a-0

Please register to remove this banner.

x(1) = 1/3-0 = 1/3

Fx(X) = dx(x)+C = 0+ 1/3 = 1/3

a = Fx(Xz) = Fx(3) = 1/3

* Intervalo3<x <5

fx = 1/3

¢x = Xx/3

C=a-dx) = a-9«3) = /3-1 = -2/3
Fx(X) = §x(x) +C =x/3-2/3
a=Fxx) =F5 =1

* Intervalo5<x < +%

fx=0

¢x =0

C = a- ¢x(X1) = a- ¢x(5) =1-0=1
Fx(x) = dx(x)+C = 0+1 =1

a= FxX) = Fx(+%) = 1

Y luego juntamos todas las ramas para armar la Fx(X):
0o x<0 O

Eéx?’ 0= xslg
H™1

Fx(X) = 1=x

2 3

IN
mOoOodOomm

3

I;I<|:I
I wl

IN
b
IN

5

PQ?
x
\Y)
ol

ny
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8) Dada la siguiente funcion de distribucion de probabilidad, indique lafuncion de

densidad de la distribucion:
D 0 x<0 0O

(]
X2 osX<2@

Fx(x) = %
D X 2<x<4D

2 s b

Resolucion:

Seguin el método explicado, se obtiene fx(x) derivando cada rama de Fx(x):

0

DO x<0 B %P x<0 B E{X 0<x<27

X2 O<x<2 X OSX<ZE 1 B

Fx(x) = % D— fx(x) = % O=0- 2=x=4

0lx 2<x<40 0l 2<x<40 04 0

4 00 Uotrox

51 X224 E 50 Xx24 E H H

9) Determinar para qué valor dek las siguientes funciénes son funciones de
densidad de probabilidad:

Ekx2 0sx<20
fx(X) O

D 0 UotroxO

a)
Ekz 0< x<kU
b9 = O Uotro .
X
Resolucion:

a) Una condicion necesaria para que una funcién sea funcion de densidad es que su

integral sobre U de 1. Usando esa condicion, queda:
8 3

+00 2 2

[ dx=1 = [ dx=1 => k[x?2dx=1 => kg=1 = k=g

o0 0

Vemos que ese valor de k también hace que la funcién cumpla con la otra
condicidn necesaria, es decir, fx(x) 2 0 U x. Cumplidas esas 2 condiciones,

determinamos que con el valor de k hallado, lafuncion es funcién de densidad de
probabilidad.

b) De maneraand oga al gercicio anterior, planteamos:
Iﬁdmdx 1 = jx dx=1 => %k3=1 => k=3 => k=33=1442

—00

En este caso también vemos que ese valor de k también hace que la funcion cumpla

con la otra condicion necesaria, es decir, fx(x) 2 0 U x. Cumplidas esas 2
condiciones, determinamos que con € valor de k hallado, lafuncién es funcién de
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densidad de probabilidad.
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Cambio de Variables Aleatorias 6
Funcionesde Variables Aleatorias

En lo que hace ala probabilidad, el cambio de variables consiste en tomar una
variable, que tiene una determinada distribucion, y calcular la distribucion de una
funcion de esavariable.

Por gjemplo, tenemos una variable aleatoria X, distribuida segun fx, y queremos
saber como estara distribuidalavariable Y, dada por y(x) = 2x* + sen(x). Es decir,
apartir defx(x) y de y(x), obtenemos fv(y).

Cambio de Variables Discretas

Setienelavariable aeatoria discreta X, distribuida seguin Px, y se desea obtener la
distribucion Py de otravariable aleatoria Y que es unafuncion 9 (x).

M étodo par a obtener Py apartir dePxy ¢ (x)

1) Inicialmente todos |os valores de Py son cero.

2) Se recorren los valores posibles de X, evaluando para cada uno ¢(x), y sumando
la probabilidad a valor de Py correspondiente.

Justificacion

Podemos justificar este proceder diciendo que podemos escribir P(Y =y) como la
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suma de todos los P(X = x;) tales que ¢ (x)) = y. Es decir, en €l caso general, para
cadavalor "y" habré varios valores "x" que hagan que 9§ (x) = y.

PEY = y)=PX=x:UX=x U ... UX=x.)

L uego, como cada uno de |os sucesos gque estan en la unién son disjuntos (porque

S X 7 X; entonces X no puede valer x; y x; a mismo tiempo) entonces |as uniones se
pueden transformar en sumas, y eso es |o que hace el método.

Problemastipicos

1) En un determinado juego de tabler o, se avanza el doble de casillasde |lo
qgue indique un dado honesto. ¢(Cémo se distribuyen las probabilidades de las
casillas que se avanzan en un turno cualquiera?

Resolucion

Como el dado es honesto, tenemos:
[1/6 x =1

/6

Eﬂ/e
P, =[1/6

X
X
X
%/6 X
X
0

S o N W N

x

/6
do O
Y =2X
Como tenemos Px y 9 (x), podemos obtener la distribucion de Y.
Recorremos | os valores posibles de X:
x=1 - ¢(1)=2 - sumamos1/6 aP(Y =2)

I e e Y

x=2 - 0(2)=4 - sumamos1/6 aP(Y = 4)
x=3 - 0(3) =6 - sumamos1/6 aP(Y = 6)
x=4 - 0(4)=8 - sumamos1/6 aP(Y = 8)
x=5 - ¢(5)=10 — sumamos1/6 aP(Y = 10)

x=6 - ¢(6)=12 -~ sumamos1/6 aP(Y = 12)
Es decir, hicimos:

P(Y=2)=P(X =1) =1/6
P(Y=4)=P(X =2) =1/6

P(Y =6)=P(X =3) =1/6

P(Y =8)=P(X =4) =1/6

P(Y =10)=P(X =5) = 1/6

P(Y=12)=P(X =6) =1/6

L uego:
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(1/6

/6

51/6
P, =01/6

a6

EILIG
00 Uotroy

o o ~ADN

K v < < <
H
o

[EEN
N
OOOoOooOoOOooond

2) Unaciertavariable aleatoria discreta X esta distribuida segun:
(0.05 x=-20

_ 0
03 x=-1p
Eb.oes x=0%

P =012 x=1 [J
. O

Ep.zes x=2 g
[D.48 x=3 0

0

% 0 UotroxO
Si Y =|X|, encuentreladistribucion deY

Resolucion

Recorremos |os valores posibles de X:

x=-2 - 0(-2=2 - sumamos0,05aP(Y = 2)
x=-1 - 0(-1)=1 - sumamos0,03aP(Y = 1)
x=0 - $(0)=0 - sumamos0,06 aP(Y = 0)
x=1 - ¢(1)=1 - sumamos0,12 aP(Y =1)
x=2 - ¢(2)=2 - sumamos0,26 aP(Y =2
x=3 - $(@3)=3 - sumamos0,48 aP(Y = 3)
Es decir, hicimos:
P(Y=2)=P(X=-2)+P(X=2)=0.31
P(Y=1)=P(X =-1) + P(X = 1) = 0.15

P(Y =0) =P(X =0) =0.06

P(Y =3) = P(X =3) = 0.48

Cambio de Variables Continuas
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Dadas fx(x) e y(x), podemos obtener fv(y) mediante:

= fx(x)
f =_- 7
v(Y) ay
dx
Método para obtener fy(y)

1.a) Asegurarse de que se conocen fx(x) ey(x).
1.b) Construir lafuncion y'x(x) paratodas las ramas de y(x)
1.c) Hacer lalistade:

* los puntos que dividan ramas de fx(x)

* los puntos que dividan ramas de y(X)

* los puntos en los que y'x(x) cambie de signo

Una vez determinados |os puntos, el dominio de X nos quedara particionado en un
conjunto de intervalos. Ahora le aplicaremos la etapa 2 a CADA UNO de esos
intervalos.

2.8) Llamaremos d intervalo actual X1 < X < X-.
dy

2.b) Determinar s, en € intervalo actual, dx €S mayor, menor o igual gue cero.
dy| _ dy

dx| dx

dy|_ _dy

dx|  dx

* Si es mayor que cero, tomar

* Si esmenor que cero, tomar
* S esigua acero, sdtar a2.i

2.c) Dados x: y X2 los extremos del intervalo, obtener y: ey. mediantey.=y(X1) ey-
=y(X2).
2.d) Determinar la expresion vdlida de fx(x) para€e intervao actual.
fx (X)
dy
‘dx

2.€) Escribir, parad intervalo actual,
y hacer todas las simplificaciones posibles.

2.f) Determinar laexpresion vélida de x(y), esdecir, y*, parad intervao actual.

2.9) Reemplazar en la expresion obtenida en 2.e todas las x que aparezcan por la
expresion de x en términos de y obtenidaen 2.f.
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2.h) Laexpresion obtenida en 2.g constituye €l aporte del intervalo actua ala
distribucion delay. Este aporte seravalido en € intervalo y: <y <y.. Ahora
analizaremos €l siguiente intervalo de X. Si quedan mas intervalos de X por andlizar,
ir al paso 2.acon €l siguiente intervalo. Delo contrario, ir a paso 3.

2.1) Como la derivada en este intervalo da cero, Y no depende de X. Entonces en
esteintervalo de X, Y es constante. Llamaremosy a ese valor constante, e
integraremos fx(x) para averiguar la probabilidad de que Y asuma ese valor:

PCY =y) = [ fx(x).dx

L uego de concluido € método, nos va a quedar una distribucién mixta (explicada
en laseccion 7 del capitulo 2). Es decir, nos quedara por un lado unafy que no
cerraraa 1, acompanada de una Pv. La suma de estas dos funciones nos dara
efectivamente una distribucién que cerraraa 1.

L o que acabamos de calcular es unarama de Py. Ahora pasamos a siguiente
intervalode X. Ira2.a

3) Luego de analizados todos los intervalos de X, nos queda una lista de interval os
de Y (que pueden estar superpuestos), junto con expresion en funcion de'Y, para
cadauno de esosintervalosde Y. A esas expresiones en funcion de Y las
|lamaremos aportes.

3.a) Hacer lalistadelosy: ey. de cadauno de losintervalosde Y que obtuvimos.

3.b) Ahoravamos alafv(y). Los puntos obtenidos en 3.a son los que van a separar
las ramas de fv(y). Para cadarama, la definicion de fv(y) serala sumade los aportes
cuyos intervalos contengan a intervalo de larama.

3.c) Hemos obtenido fv(y). Fin del método.

Explicacion y justificacion del método

Laformula parael cambio de variables involucra a 3 funciones:

* fx(X)

*y(x)

dy

. |dx
Como en € caso general cada una de esas 3 funciones puede tener mas de una
rama, vamos a particionar el dominio dela X en intervalos paralos cuaes no
cambie la definicidn de ninguna de las 3 funciones involucradas. Por eso o

dividimos teniendo en cuentalos puntos que dividan las ramas de fx(x), los que
dividan las ramas de y(x), y los puntos en los cuales la derivada cambia de signo
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(porgue cuando una funcion cambia de signo, cambia la definicion del modulo de
esafuncion).

Ademés se supone gque el cambio de variables y(x) cuyas ramas son continuas
internamente. Es decir, se asume que dentro de cada rama de y(x) no hay
discontinuidades. De haberlas, también sera necesario considerar entre los puntos
que particionan el dominio de X, los puntos en los cuales y(x) tenga
discontinuidades.

Comenzamos a analizar uno por uno los interval os determinados en la etapa
anterior. Cadaintervalo de la X hace un determinado "aporte" aladistribucion de
Y. Dicho aporte sera hecho en forma distinta, dependiendo de si laderivadaes o no
igual acero en eseintervalo.

Cuando en un intervalo la derivada es distinta de cero, podremos usar laformula del
cambio de variables para calcular €l aporte. Como vimos antes, esaformula
involucraalafuncion de densidad de x, ladefinicion dey en términosde x, y €
modulo de la derivada. Como en la etapa anterior dividimos € intervalo entre otras
cosas por los puntos en los cuales |la derivada cambia de signo, tenemos
garantizado que dentro de cada intervalo la derivada conservara su signo. Entonces
tomar e modulo de la derivada se reduce adejar la derivadatal cua estdsi es mayor
gue cero, o multiplicarla por -1 si es menor gque cero.

L uego nos ocuparemos de determinar la definicion de lafuncion de densidad de X
que corresponde al interval o analizado. Planteamos el cociente dado por laformula,
e intentamos simplificar todo lo posible. Luego hacemos lainversade y(x) para
conseguir x(y), y usamos esa funcion paradegar laexpresion de laférmulaen
términos dey. Dicha expresion constituira el aporte aladistribucion de Y del
intervalo de X que estamos estudiando.

Solo restadeterminar aqué intervalo de Y correspondera ese aporte. Esto selogra
transformando mediante y(x) los extremos X: y X- del intervalo, de modo de obtener
y: ey.. S en € intervalo analizado la derivada es negativa (y(Xx) decreciente)
entonces nos quedaray. < y.. Llegado € caso, paraevitar confusiones conviene
invertir losvaloresdey: ey..

Ahorabien, s en un intervalo la derivada diera cero, eso significa que en ese
intervalo de X, Y no depende de X. Es decir, paraeseintervalo de X, Y se mantiene
constante. Entonces ese valor de Y, aunque sera un punto de un continuo (el
dominio de Y) tendra probabilidad no nula, acumularala probabilidad de laintegral
delafx paralosx de eseintervalo. Es decir que si por gjemplo para 10<x<20, y=3,
P(Y =3) =P(10 < X < 20) = [“f..dx
entonces P(Y=3) no valdra cero, sino que 10 lo
cual arrojaraun valor mayor que cero. Entonces el aporte de este intervalo ala
distribucion de Y no seré contribuido afv(y) sino aunaPy(y) que acompanaraala
funcion de densidad.
Esto nos lleva alo que se conoce como una distribucion mixta. Por un lado
tendremos lafv(y) construida a partir de todos losintervalos de X paralos cualesla
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derivadano esnula. Y esafv(y) no cerrardal. Y por otro lado tendremos varios
puntos con probabilidad no nula, es decir, en el caso genera de varios puntos,
tendremos una Pv(y). Y laintegral defv(y), sumada alas probabilidades de todos
los puntos con probabilidad no nula descriptos en Py(y), cerrarda 1.

Cuando llegue la hora de expresar la distribucion de Y, lo haremos dando tanto lafy
(y) (que tendralos valores continuos) como la Py(y) (que tendralos valores
discretos). Como ya se dijo antes, esto se conoce como distribucion mixta, y los
puntos con probabilidad no nula se denominan " puntos pesados”.

Una vez determinado €l aporte de cadaintervalo, se procede a construir fv(y). Cada
intervalo de X en € que laderivada no es nula, aportaafv(y) una determinada
expresion para un determinado intervalo.
Lasramas de fv(y) estaran separadas por |os puntos que determinen los interval os
de cada uno de los aportes. Y luego ladefinicion de fv(y) para cada rama estara
dada por |a suma de las expresiones de cada uno de los aportes que correspondan
aintervalos en los cualeslaramaesté incluida.
Si por gjemplo hubiera dos aportes:

y+1, para 5<y<7

y?, para6<y<8
entonces fv(y) tendralas 3 ramas siguientes:

y+1, para 5<y<6

y+1+y?, para 6<y<7

y?, para 7<y<8

Nota: e método presentado no requiere hacer ningun tipo de grafico. Sin embargo,
es recomendable hacer un gréfico de fx(x) e y(x) contrax, paradisminuir las
chances de cometer errores, sobre todo en la determinacion de |os puntos que
dividen & dominio de X.

Problemas tipicos

1) La cantidad de petr 6leo extraida por dia de un determinado pozo, en
metr os cubicos, tiene una distribucion unifor me entre 200 y 300. Cada metro
cubico deja $100 de ganancias. ¢Como esta distribuida la probabilidad de
las ganancias?

Resolucion:

Si [lamamos X ala cantidad de petrdleo extraida, entonces:
0,01 200<x< 3005

fx(xX) =0
4 0o Uotrox [

y ademés.
y(x) =100. X Ox
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conlocua:
y'X(X) = 100 Ox

L os puntos que dividen ramas de x son €l 200y el 300, no hay puntos que dividan
ramas dey, y laderivada es no nulay ademés conservasu signo U x.

Hay un nico intervalo aestudiar:

200<x<300

Aplicando y(x) alos extremos obtenemos que ese intervalo aportaaY en €
intervalo:

20000<y<30000

Ladensidad de X:
fx(x) = 0,01

El médulo de laderivada:
dy

dx

=100

El aporteaY de esteintervalo de X:

f Z00L_
|dy| 100
dx

Construimos fv:
[0D,0001 20000 < x < 30000%

f =0
") 0O o Uotroy 0

Con lo cual obtenemos €l casi obvio resultado de que las ganancias estaran
distribuidas uniformemente entre 20000 y 30000.

2) Setienelavariable aleatoria X distribuida segun:
Ex O<x<1B

fx(X)=R—-x 1<x<20
HO DotroxH

Encuentreladistribucion dey = x3.

Resolucion:

Tenemos fx(x) ey(x). Calculamosy'x(x) = 3x2  Ux

L os puntos que dividen ramas de X son: O; 1; 2. No hay puntos que dividan ramas
de Y. No hay puntos en los cuales cambie el signo de laderivada. Ahora
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estudiaremos uno por uno los interval os.

*0<x<1
La derivada es mayor que cero. El médulo de la derivada es 3x

Please register to remove this banner.

2

éorr&eponde a intervalo: 0<y<1

fx(X) = Xx
X(y) =y*
fx _ X _ 1 _

[y 3x% 3x 3y7°
dx

*1<x<2
La derivada es mayor que cero. El médulo de la derivada es 3x°.
Corresponde d intervalo: 1<y <8

fx(X) = 2-x
x(y) =y*
fx _2-x_2-y"®
dy 3X2 3y213
dx
ConstruDyendo fv(y): -
1
D 3 1/3 0< y<1|:|
D _y 1/3 E
hy=F Y 1<y<s
O3y 0
0O o UotroyO

3) En una planta embotellador a, una maquina vierte en un recipiente una
determinada cantidad de liquido distribuida segun:
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Eﬁ(m 0< x<2E]
KO)=O_ " 2<x<40
O 4 O
0 0 OotroxO .
en litros.
L a capacidad del recipiente esde 3 litros, y si la maquina vierte una excesiva
cantidad de liquido, la botella rebal sa.
Indique cdmo esta distribuida la cantidad de liquido que queda en la botella.

Resolucion:
Entendamos un poco la situacion. La cantidad de liquido que vaaguedar en la
botella esla misma cantidad de liquido que la maguina vierte, a menos que la
maguina viertamas de 3 litros, en cuyo caso la cantidad en la botella sigue siendo 3
porque rebalsa. Entonces y(x) nos queda asi:

[k 0<x<30
y(x) = EB x>3 E

Uotro x H

Con lo cual yatenemos definidos fx(x) e y(x). Calculamos y'x(x) U x:
dy, . _ O 0<x<30
7R

M UOotrox E
L os puntos que dividen ramas de X son: O; 2; 4.
L os puntos que dividen ramasde Y son: O; 3.
No hay puntos en los cuales cambie el signo de la derivada.
Entonces los puntos que dividiran los intervalos son: 0; 2; 3; 4.
Ahora estudiaremos uno por uno los intervalos:

*0<x<?2

La derivada es mayor que cero. EI modulo de laderivada es 1.

Corresponde al intervalo: 0<y <2

fx(X) =,

X(y) =y
fx X

=Xy
|dy] 4 4
dx

*2<x<3

Laderivada es mayor que cero. El médulo de la derivada es 1.
Corresponde al intervalo: 2<y <3

fx(X) = 9/,

X(y) =y

fx _4=-x_4-y

dy] 4 4

dx
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*3<x<4
Laderivada es nula. Nos encontramos frente a un punto pesado.
Y esconstantey valeY = 3.

1

P(Y =3) = [" fir —_["4 Xd =

Construyendo ladistribucion de Y:

0 1]
0 EZ 0<y<2m
0 @lf

Efy=D 2 2<y<3
[ B 0 Hotroy 3
0

g © e
0 _fg = 3% 0
0O Pv=08

H 0 Dotlroyﬁ E

Esta distribucion es mixta porgue tiene una parte discretay una parte continua. Se
puede leer més sobre las distribuciones mixtas en la seccion 7 del capitulo 2.

4) Setienen lavariable aleatoria X distribuida segun:
(k/4 0<x<20
01 U
x(x)=02 2<x<4[
04 O
00 Uotrox[
y lavariable aleatoria Y definida en términos de X segun:
U 5x 0<x<10
_0 O
y(x)=0x=3)* 1<x<40
0 DotroxH

Encuentreladistribucion deY.

Resolucion:
tenemos definidos fx(x) e y(x). Calculamos y'x(x) U x:
J 5 0<x<i
dy (x) [Q(X 3 1< x<4%
0 Uotro XH

L os puntos que dividen ramas de X son: O; 2; 4.

L os puntos que dividen ramasde Y son: O; 1; 4.

Advertimos que la derivada cambiade signoen x = 3.

Entonces |os puntos que dividiran losintervalos son: 0; 1; 2; 3; 4.
Ahora estudiaremos uno por uno los interval os.

*0<x<1
Laderivada es distinta de cero y su médulo vale:
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dy| _
dx
Corresponde a intervalo: 0<y <5
fx(X) =4
X(y) ="/s
fx - x _x_y
|dy] 45 20 100
dx|
*1l<x<2

Laderivada es distinta de cero.

Corresponde d intervalo: 1<y <4

El modulo de la derivada es [2(x-3)|. Como en esteintervalo x vaentre1ly 2, x < 3
con lo cua el paréntesis vaadar negativo. Por |o tanto para hallar el médulo
multiplicamos por -1y queda:

dy|_ oae
‘&‘ 2(3- )
fx(X) ="s
y=(x-3? = VY 1*73
como x < 3, queda:
=3—Xx 3-
T sy =Y
dy] 42(3-x) 837X 8fy
dx
*2<x<3

Laderivada es distinta de cero.

Corresponde al intervalo: 0<y <1

El médulo de la derivada es [2(x-3)|. Como en este intervalo x vaentre2y 3, x < 3
con lo cua el paréntesis vaadar negativo. Por |o tanto para hallar el médulo
multiplicamos por -1y queda:

dy|_ 5a_
‘&‘ 2(3- x)
fx(X) =,

y = (x-3)* => Jy X3
como X < 3, queda:

=3-x 3-
W o =2V
fk - 1 _ 1 _ 1
dy| 4.2(3—x) 837X 8\/7
dx



http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http://www.thebeatlesforever.com/proces:

*3<x<4

L a derivada es distinta de cero.

Corresponde a intervalo: 0<y <1

El médulo de laderivada es [2(x-3)|. Como en esteintervalo x vaentre 3y 4, X > 3
con lo cua el paréntesis vaadar positivo. Queda:

dy| . _

‘&‘ 2(x - 3)

£() = Vs

y = (x-3)* => Jy X3

como X > 3, queda:
\/sz_3 => )((y): 3-'-\/7
fx 1 1 1

dy

dx

TI2(x=3 8(x-3 8y

Resumiendo, |os aportes son:

y

2 0<y<5b
100 Y
3_\/V 1<y<4
8y

i 0<y<1
8y

1 0<y<1
8y
Construimos fv(y):

Uy 1 1 0

+ + 0<y<ip

J0 8y 8fy 5

3_
fY(y)=% %* 8‘/7 1<Y<4§
0 , N 0
0 0
0 1w 12Y=5g
H 0 OotroyH
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Media o Esperanza o Valor Esperado

Dada unavariable aleatoria, nos puede interesar tener unaidea de qué valor
podriamos esperar que asumasi se hace el experimento al cual esta asociada.

Por g emplo, nos puede interesar calcular el consumo medio por hora de una
maguina, la cantidad de clientes que podemos esperar tener en un determinado dia,
o la cantidad media de liquido que la embotelladora envasa en las botellas.

Para ese fin utilizamos |la media 0 esperanza matematica.

Dada X unavariable aeatoria, S su esperanza E(X) existe, vale:

E(X)= D xPx(¥)
- s X esdiscreta
E(X) = [ x fx(X) o

—00

s X escontinua
Como E(X) esta definida a partir de una sumatoria o integral, resulta ser un

operador lineal, con lo cual se puede demostrar facilmente que:
E(aX *b) = E(aX) + E(b) =aE(X) *b con a,b U0

de donde también se observa que |a esperanza de una constante es la propia
constante.
En el caso general, en vez de interesarnos calcular la esperanza de X, nos puede

interesar calcular la esperanzade unafuncién ¢(X). Si Y = ¢(X), vae:

E(Y)= 9 0(x) Px(¥
- si X esdiscreta

E(Y)= Td) (X) fx(x¥) dx

s X escontinua

Comentarios
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1) Podemos pensar en la media como el valor que obtendriamos si tomaramos
infinitas muestras de una variable aleatoria e hiciéramos € promedio de sus valores.
2) Lamedia no tiene necesariamente que ser un valor posible.

Ejemplos
ELIIS x=1 E
/I3 x=2
Py(X) = 0
“W7H3 x=3 g
Ho OotroxH

1) Sea X discreta distribuida segun
E(X)= i XPx(x) = 2 x%=%2x=g=2

Como erade esperar, si X podiaser a azar 1, 2 0 3, lamediaes 2.

2) Veamos ahora el g emplo del dado:

Py (32
S 2 N T
1 E O 1 5 & 7 *
E(X)

Ey6 x=1 0

%/6 X=2 E

%6 x=3 B

Px(x)=E1/6 x=4 0O

_- O

46 x=5 ¢

51/6 X=6 S

00 Uotro xJ

— _ 1_1 _21_
E(X)—gxPx(x)—xgxé—EZx—F—&S

Este ggemplo nos muestra que la media no tiene por qué necesariamente ser un valor
posible. Es solamente e valor ESPERADO matematicamente de la distribucion.
Como se dijo antes, podemos imaginarlo como el valor que obtendriamos si
tomaramos infinitas muestras de la variable aeatoria e hiciéramos € promedio de
susvalores.
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Py (32

152 v

113 § : ’

116 I

1 z 2 4 5

ECX)
/2 x=1 0O

_51/3 X=3 B

Px(x) =0 O

d/6 x=4 O

Ho OotroxH

3) Sea X discreta distribuida segun
E(X)= 2 XPe(X)= 2 XPx(x) =

:1E + 3% + 42 =2.1667
2 3 6

Este gjemplo nos muestra que la media de una distribucién tampoco es
necesariamente €l valor mas probable.

4) Sean X e Y distribuidas segun:

(0,2 x=3 0 0,2 x=2 0O

3 x=4 o 3 x=3 E
Px(x)=[M,3 x=5 OPv«(y)=[DM3 x=6 O
—_~ [ _- U

D2 x=6 D2 x=7 7

Ho UotroxH Ho OotroxH

E(X)= i XPx(X) =3.02+4.03+5.03+6.0,2=45

E(Y)= S yPy(y) =202+303+6.03+7.02=45

Py (3] Fo ()
0.4 . 0.4
0.3 v e 0.3 .
0.z . . 0.z .
0.1 0.1
N N "
1 z 2 4]:_{3)5 & ) 1 z 2
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Vemos que si ladistribucion es simétrica, la esperanza "no se entera’ de s los
valores con probabilidad no nula estan mas cercanos 0 més espaciados.

5) Lamedia de las distribuciones continuas es andloga a la de las distribuciones
discretas, y en general cumple las mismas propiedades.

* No necesariamente coincide con el valor més probable

£y (3]

* No necesariamente es un valor posible

* S ladistribucion es ssmétrica, no se entera de si |os valores con probabilidad no
nula estdn mas cercanos 0 mas espaciados.

A modo de g emplo tomemos:

e x>0oU
fx(X) = 0O O
0o X< 00

+o00 +o00 1
E(X)= Ix fx(x) dx = _[x 2e ™ dx=E

—o0 0

6) La media puede no existir.

()= T

: ., : T(1+ x?)

Tomemos por gjemplo lafuncion de densidad: Ox 00O
En ninglin momento es negativay su integral da 1, con lo cua es efectivamente una
funcion de densidad.
Calculemos la media de esta distribucion:

:+°° :+°° X =In(1+x2) t® =00 —00 =
E(X) _ij fi (X) dx _J;n(1+x2) dx a e ?
Vemos que estaintegral no existe, por lo tanto la esperanza de esta distribucion no
existe.

Moda o modo o valor mas probable

Es otra caracteristica que podemos calcular de una distribucion. La moda de una
distribucién es €l valor més probable. Es decir, s X es unavariable aleatoria
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discreta, Mo(X) es el x (o0 los x) tales que Px(x) esmaxima. Si X escontinua, esel 0
los x tales que fx(x) es maxima.

En e gemplon®3 delamedia, lamodaes 1.
En el gemplo n®5 delamedia, lamodaesO.

* Lamoda de unadistribucion no necesariamente es Unica
En e gemplo n° 2 de lamedia, los 6 valores posibles son la moda.

* A diferenciade lamedia, la moda es necesariamente un valor posible.

* Como caso particular, lamediay la moda pueden coincidir, por e emplo en:

(D3 x=10

_Eb,4 X=2 B
Px(x) =0 o
03 x=3 O

Ho OotroxH

donde E(X) = Mo(X) =2

Mediana

Definimos la mediana de una distribucion continua de X como M tal que P(X < M)
=P(X > M) =0,5. Esdecir, es el valor que se encuentraen e medio,
probabilisticamente hablando.

Tomando unade las dos formas, hallamos M resolviendo:

M +00
&0 dx=05 [ (0 dx=05
‘°° obien ™ segln convenga.

* A diferenciade lamedia, |lamediana siempre existe, y ademas es menos sensible a
las distribuciones que estan espaciadas hacia uno de sus lados (como el ggemplo n°
5delamedia).

* Lamediana no necesariamente es unica (como en cualquier andlogo continuo del
gemplo n® 4 delamedia, en e cual habria 2 medianas).

Ejemplo:
_[pe> x>0U
fx(X) =0 0
00 x<00

Hallar lamedianade

M M —
[ tx(0 dx=05=>[2e> dx=—e> | =1-eM =05=>M = In(20,5) = In(22) =0,35

—o0 0

Problemastipicos
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1) Hallelamediay la moda de X, donde X esta distribuida segun:

(04 x=-10
= 1 x=1 E
Px(x)=03 x=2 0O
S),Z X=3 E
Ho OotroxH

Resolucion:
E(X)= i xPx(x) =(-1).0,4+1.01+2.0,3+3.0,2=0,9

—00

Mo(X) = valor mas probable = -1

2) Lalongitud delasvarillas fabricadas por una maquina eslavariable
aleatoria X distribuida segun:

k> 0<x<10

U1 U
fx(x)=0= 1=x=30

03 O

00 Ootro x[J

¢Cudl eslalongitud media delasvarillas?

Resolucion:
"Lalongitud mediade lasvarillas' serefierea"Lamediadelalongitud delas
varillas', es decir, lamediade X.

+00 1 3
E(X) = [ x fx(x) dx = [ xx? dx+Ixédx=L583
—0 0 1

3) Con lamisma X del gercicio anterior, encuentre la esperanza de:

a)Y =3X-5
b) Z = X?+2X
Resolucion:

E(aX +b) = E(aX)+ E(b)=aE(X) *+b
E(3X —5) =3E(X) -5
Y habiamos cal culado que E(X) = 1.583, con lo cual:
E(Y) =-0,25
E(h(X)) = Th(x) fx () dx

b) Tenemos 2 formas de resolverlo, usando s
Unaformaconsisteentomar h(x) = x*+ 2x y hacer:
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E(h(X)) = +j'oh(x) fx (X) dx =J1'(x2 +2X) X2 dx +J3'(x2 + ZX)%dx = 6,256

Pero hay otraforma de hacerlo con menos cuentas. Aprovechando lalinealidad del

operador esperanza, hacemos.
E(x? +2x) = E(x?) + 2.E(X)

con lo cua podemos calcular la esperanza de x2 en vez de la de x>+ 2x
Tomamos h(x) = x?

1 3
E(x?) = [h(x) f(x) dx = [ x2 x? dx + [ x2 %dx=3,089
—o 0 1

Y luego E(Z) = 3,089 + 2.1,583 = 6,256

A
B Please register to remove this banner.
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Varianza

Vimos que la media o esperanza nos da una idea de qué valor podriamos esperar
gue asuma una determinada variable aleatoria, S sellevaacabo € experimento a
cual estd asociada. Es decir, lamedia es una medida de posicion.

Asimismo, vimos gue la esperanza no nos proporciona informacion acercade si los
valores que puede tomar la variable aleatoria se encuentran cercanos o espaciados.
Por eso utilizaremos otra herramienta matemati ca denominada varianza. La varianza
es una medida de cuanto tienden los valores de unavariable aleatoriaa agarse de la
media de lamisma. Lavarianzaes una medida de dispersion.

Dada X unavariable aleatoria, S su varianza 0x’ existe, vale:

Var (X) =0,° =E(X ~E(X))*) = T(X‘Hx)2 fy (X) dx

Vemos que la varianza es la esperanza de | os cuadrados de las distancias entre |os
valoresdelavariabley €l valor medio deladistribucion. Si los valores de X estén
muy dispersos, los E(X)-X tenderan a ser mas grandes, y la varianza tiende a ser
mayor. Observamos también que como las diferencias estan al cuadrado, no
Importa s son positivas (X aladerechadelamedia) o negativas (X alaizquierdade
lamedia). O sea que todas "suman".

Operando con laformula de arriba se [lega a otraformula parala varianza, que a
menudo resulta mas practica:

0,2 =E(X?)~E(X)

Lavarianza también presenta |a siguiente propiedad:
02(@X +*b)=a*0 *  conabll

Mas adelante en esta misma seccién se demuestran las formulas y propiedades.
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Comentarios

* Lavarianzaes unamedida de cuanto tienden los valores de una variable aleatoriaa
agarse delamediadelamisma. Esdecir que s lavarianzaes chica, ladistribucion
se encuentra concentrada alrededor de lamedia, y S es grande, se encuentra mas
esparcida, mas dispersa.

* Como lavarianza se define apartir dela media, puede, a igua que esta, no existir.

Ejemplo
Volvamos a gemplo 5 delamedia

02 x=3 0
%),3 x=4§
Px(X)=M3 x=5 [
_. 0O
é),z Dx—6 5
o ., . 0 otro X
Tenemos ladistribucion de X e Y, y calculamos sus medias.
(02 x=2 0O
3 XZSE —2 = + + + =
Py)=03  x=6 DE(X)—_WXPX(X)—S.O,Z 4.03+503+6.02=45
2 x=7%

= = + + + =
56 Dotroxd EY ZyPY(y) 20,2+303+6.03+7.02=45

Habiamos observado que las medias de X e Y soniguales, apesar deque Y esta
mas dispersa que X:

Py (322 P (32
o.4 . o.4
0.2 . e 0.2 L] L]
0.z 0.z
o.1 o.1
1 2 2 QF(X:IE [ 7 1 2 2 QHY)E [

V eamos qué sucede con las varianzas:
E(X?)= i x? Px(x) =32.0,2+42,0,3+52.03+62.0,2=213

E(Y2)= i y2 Py(y) =22.0,2 +32.0,3+62.0,3+72.0,2=24,1

0,0 = E(X2) — E(X)? =213- 4,52 =1,05
0,2 =E(Y2?) -~ E(Y)2 =241-45% =385

Vemos que lavarianzade Y es cas 4 veces mayor que lavarianzade X.
Esto reflgja que las probabilidades de los valores de Y se encuentan mas al gjados
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delamediaquelosde X.

Desvio estandar

El desvio estandar Ox de una variable aleatoria X se define como laraiz cuadrada
positiva de su varianza.

O, = ./0,2

Unidades

S X eslalongitud de los tornillos fabricados por una maguina, entonces las
unidades de X podrian ser, por ejemplo, cm.

A su vez, como lamedia o esperanza es el valor esperado de X, tiene lamisma
formaque X (seaun valor posible realmente 0 no). Entonces las unidades de E(X)
deben ser las mismas que las de X, es decir, cm.

L a varianza se puede obtener, por g emplo, " TR TR , donde seve

claramente que las unidades de |a varianza son cm?.
Y como &l desvio estandar se define como laraiz cuadrada de la varianza, entonces
sus unidades vuelven a ser las de X, es decir, cm.

Demostraciones

Comenzaremos por probar que:

o =E(X-E(X)?)= I(X—HX)2 f, (¥) dx=E(X?) ~E(X)?
Partimos de:

0, =E(X~E(X))?)

Como dada una distribucion, su esperanza es una constante, vamos a escribir, por
claridad, Mx en vez de E(X).

0, =E(X~H,)?)

Notemos que (X - Hx)? esunafuncion de X. Luego su esperanzavale:
0,2 = [(x=H,)? f, (X) dx

Con lo cual llegamos ala segunda formula dada. Ahora desarrollemos el cuadrado:
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Joe+u 2=2x1) f, (X) dx
Abrimoslaintegral en tres:

[ £ () o+ [l 2 £ (x) o= [, f, (%) dx

Como 2y Hx son constantes, salen de lasintegrales:
[ £, 00+ 2 £ () dx—2u, [x f, (%) dx

El primer término es, por definicion de esperanza de unafuncién, E(X?). Enéd
segundo término, laintegral dauno. Laintegral del tercer término es por definicion

la esperanza de X, es decir, Hx. Queda:
E(X?)+u, 2 -2, 2

Conlo cual llegamos alatercera formula dada:
0,7 = E(X?)~E(X)?

Ahora vamos a demostrar |a propiedad:
O-Z(ax +b) = a2O-X2

LlamaremosY =aX + b. Luego por definicion de varianza:
o.F=E(Y ~E(Y)?)

Reemplazando Y por a X + b obtenemos:
02. “E(aX+tb-E(aX +b))?) = E((aX +b—aE(X)~b)?) = E((aX —aH,)?)

aX +b
Sacando factor comun a, y sacandola del cuadrado y de la esperanza, queda:
0 s — E(@(XTH,)?) Za®E(X ~H,)%)
El segundo factor es por definicion lavarianza de X. Luego, como queriamos

demostrar:
02(aX +b)=a%0 ?

Puede parecer extrafio que lab no aparezcaen lavarianzadea X + b, perono lo es.
La constante b no tiene ninguna influencia en la varianza porgue es una constante
gue aparece sumando, y que a lo sumo puede correr ladistribucion haciala
izquierda o haciala derecha, es decir, cambiar |a posicion, pero no la dispersion.
Ademas podemos hacer el comentario de gue la varianza de una constante es cero,
porque la varianza es una medida de dispersion, y como una constante es un punto,
no tiene dispersion. Luego su varianza es cero.

Problemastipicos
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1) Hallevarianzay €l desvio estandar de X, donde X esta distribuida segun:

(04 x=-10

1 X=1 =

Px(x)=[03 x=2 [

_~ U

Ho UOotroxH
Resolucion:

E(X) = S X Px(X) = (-1).0,4+1.01+ 2.0,3+3.0,2=0,9

—co

E(X2)= D X2 Py(X) = (~1)2.0,4 +12.01 + 22,03+ 32.02= 35

—00

0,2 = E(X?)~E(X)*=2,69

O, = ./0,2 164

2) Lalongitud en cm. delasvarillas fabricadas por una maquina esla

variable aleatoria X distribuida segun:
(k2 0<x<10

U1

fx(x)=0= 1=sx=30
03 O
00 Uotro x

a) ¢Cudl eslavarianza delalongitud media de lasvarillas?
b) Si alasvarillasselas corta alamitad y selesagrega una puntade 1
cm., ¢Cudl eslavarianza delalongitud de las nuevas varillas?

Resolucién:

+00 1 3
E(X) = [x fe(x) dx = [ xx2 dx +jx3dx:1,583

a) - 0 1 3
+oo 1 3 1

E(X?)= [x2 fx(x)dx= [ x* x? dx+_[x2§dx=3,089
— 0 1

0,> = E(X2) — E(X)? = 0,582

0 2(aX +b) = a’0,> oI xr1=H o2 =015
) @ 0 @0

3) Si dos maquinas producen piezas cuyas longitudes son variables aleatorias
deigual media, perolavarianza delalongitud delas piezas fabricadas por la
maquina A es mayor quelavarianza delasde B, y esimportante que todas

las piezas sean |o mas par ecidas posibles, ¢cual maquina decidiria comprar?
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Resolucion:

Como lavarianza es unamedida de latendencia de los valores de lavariable a
algarse de lamedia, eligiendo laméquina B las piezas fabricadas tenderédn a ser de
longitudes méas parecidas.

Please register to remove this banner.
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Variables aleatorias mixtas

Hasta ahora vimos que las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas.
Hay un tercer tipo hibrido de variable aleatoria: la mixta.

Podemos pensar una variable a eatoria mixta como una continua pero que tiene
valores no nulos para uno 0 Mas puntos. Dichos puntos se denominan puntos
pesados.

Por ggemplo:

fx f P=x
o_a} [ |

1 z 2 -Ii 5
%/5 1<x<40
0o ElotroxH

[l
[(2/5 x=3
me)m =
00 OotroxH

U
01, 0=

Ladistribucién es o que se encuentra entre las llaves grandes, es decir, €
agrupamiento de la semidistribucion discretay la semidistribucion continua
También se lo puede escribir asi:
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%ﬂ./S 1<x<4
f.(x)=2/5 x=3
0 Uotrox

En esta notacion, las ramas discretas se distinguen por ser las que contienen
igualdades (x=3) y las continuas por ser las que tienen interval os (1<x<4). Pero no
usaremos esta notacion porgue estamos siguiendo la convencion de usar laletraf
para referirnos a distribuciones continuas puras. Sin embargo muchos autores usan
laletraf tanto paralas distribuciones continuas como también paralas
distribuciones discretas y mixtas.

Funcion dedistribucion

Hallaremos la funcidn de distribucion de la variable mixta que dimos como g emplo.
Recordemos que el proceso de construir lafuncién de distribucion acumulada
puede pensarse como que se recorre e dominio de la variable desde menos infinito
haciala derechay se van recolectando probabilidades o masas de probabilidades.

Hasta el 1 no hay nada acumulado, por lo tanto para-* < x < 1 laF(x) vale cero

A partir del 1 se comienzaaacumular ladensidad 1/5, y se sigue hastad 3.
Entonces laexpresion delaF(x) entreel 1y el 3 esdelaformax/5 + C, donde C
debe ser tal que lafuncion resulte continuaen el 1 porque en todo punto que no sea
pesado la F debe ser continua, como ocurre como las variables continuas, que
CcOomo No tienen puntos pesados, |la F siempre es continua.

Entonces parax = 1, x/5+C debe valer cero. Luego C = -1/5.

Entoncesparal <x <3, F(x) = x/5-1/5 = (x-1)/5

En x = 31aF(x) tiene un salto, porque se estéa acumulando la probabilidad no nula
del punto pesado. Laramaquellegahastael 3, ene 3vade (3-1)/5=2/5. Le
sumamos la probabilidad del punto pesado, 2/5, y entonces la siguiente rama
empezara en laatura4/5. Como la densidad que vamos a acumular apartir del 3 es
la misma que antes, la expresion de la F sera también x/5+C, pero ahora C tendra
otro valor porgue esta "levantada" con respecto alaramaanterior por € salto que
hubo. Dijimos que en x=3 debe valer 4/5. Entonces 3/5 + C = 4/5. Luego C = 1/5.
Entoncespara3<x <4, F(x) = x/5+ 1/5 = (x+1)/5

A partir del 4, laF valel

LaFx(x) queda:
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Fi
l -
o.s -
0.6
0.4
0.z
5 .
1 2 2 a 5
oo x<1
D —
5’%1 1<x<3
FX(X):EIX"‘l
e 3<x<4
E 1 X>4

Vemos gque lafuncidn de distribucion de una variable mixta se asemejaala de una
variable continua, pero en vez de ser continua como la de ésta, es continua a trozos.
L os puntos de discontinuidad son |os puntos pesados de la variable.

Ademas en dichos puntos no existe €l limite desde laizquierda, pero si desde la

derecha. Esto se debe a que ladefinicion de laF es con un menor o igua (S).

Esperanzay varianza

Para calcular |a esperanza de una variable mixta se aplicala definicion de esperanza
para variables discretas paralas ramas discretas, y la para continuas para las ramas
continuas, y luego se suman los dos resultados.

Paraladistribucion del ggemplo:

i XPx(X)

—00

involucra una solarama (x=3). Luego la parte discreta de la esperanza
vae 3.2/5=6/5.

J x fx(x) dx

‘°° involucra también una solarama (1<x<4). Luego la parte continua de la
4
[x/5dx=3/2

esperanzaes *
Luego E(X) = 2.7, lo cual es bastante coherente porgque da cercano alamasade
probabilidad continua, pero desviado hacia €l lado del punto pesado.

Con respecto alavarianza, no hay nada nuevo porgue ésta se calcula a partir de la
esperanza. Paralavariable del gemplo:
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4,2
Iffdx_18+g}=§g=

EX)=32.25+1° > > °

E(X)?=2.72=7.29
Luego 0% =7.8-7.29=0.51

7.8

Problemastipicos

1) Setiene unavariable aleatoria con la siguiente distribucion:

0 0

] B X 0<x<2n
0 Z 0
Ut (x)= 2<x<4d
DX() 08 0
H 0 0 Dotroxy
0 B 0
0 = 0
0 (1/8 x=1 0
DP(X)_ELM x=3 [
2 as x=5 4
H Ho UOotrox H

Sepide:

a) Grafique lafuncién de densidad
b) Calcule P(X<2) y P(X<3)

c) Construyay grafique Fx(x)

d) Calculela mediay la varianza

Resolucion:

a)

fix f Px

b) Hasta x=2 hay acumulada lamitad del triangulo (1/4) méas el punto pesado x=1,
esdecir P(X <2)=1/4+1/8=3/8
Hasta x=3 hay acumulada un &rea adicional de 3/16. El punto pesado de x=3 nolo
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contamos porque nos piden P(X < 3). Si nos pidieran P(X < 3), si lo contariamos.
Entonces P(X < 3) es el 3/8 que teniamos hastax=2, mas el &reaentreel 2y € 3,

quevale 3/16.
Luego, P(X <3) =9/16
C)
(] 0 x<O0
0 X2
o 0<x<1
o 16
2
0 X2 1cy<o
516 16
2
F00=0%-% -3 o<x<3
02 16 8
2
Dx—ff—ji 3<x<4
? 16 16
O Z 4<x<5
0 8
N 1 X>5

d) Sumamos las esperanzas de |a parte continuay la parte discreta:
2 2 4 —
[X acr [0 g tagtegt=te24143,9-55
. 8 . 8 8 4 8 3 3 8 4 8
E(X) =

Lavarianza se puede calcular igual que en e gemplo.

2) Dada la siguiente funcion de distribucion, halle la distribucion de lavariable.

Oo Xx<0
O x
- 0<x<2

U8

00 s
Fx(x): 5

g - 4<x<45

O 83

X _

[ﬁ 3 45<x<5

H 1 X>5

Resolucion:

Primero graficamos la funcion de distribucién para entender |o que estamos
haciendo. L uego construimos la parte continua de la distribucion, simplemente
derivando rama arama lafuncion de distribucion.
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.z
1 z 2 3 5 "
fix F Pz
.5
0.4
o.z2
0.z S
= | |
o.1
0
1 z 2 3 5
Queda:
(0 x<0
% 0<x<2
_OF 2<x<4
f, () =08
[0 4<x<45
th
%47 45<x<5
0 X>5
Arreglandola un poco:
% 0<x<4
fX(X):DAr 45<x<5
0 Uotrox
E

L uego parala parte discreta, miramos |los saltos de la funcion de distribucion:
Satal/8enx =2

Satal/8Benx =4

Sdtal/8Benx =5

L uego ya podemos construir la distribucion:
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L 0<x<4
% 5
fx(x):El4 45<x<54
ép Ootrox O

x
I
N

X=5

I B v

>

I

N
MOOO0OO0O0O0O0O00O0a.;

Uotro x
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Distribucion condicionada o truncada

"La longitud de las varillas fabricadas por una maquina es una variable
aleatoria X distribuida segun f,. S nos quedamos solamente con las varillas que
miden mas de 2cm, ¢como se distribuye la longitud de las varillas que quedan?"

M étodo para obtener lafuncién de densidad dedistribuciones
condicionadaso " truncadas' .

1) Hallar "a" (la probabilidad de la condicion)

2) Crear unafuncion exactamenteigual alaoriginal, pero restringiendo € dominio
de modo de que no incluya los val ores descartados.

3) Dividir por "a" todas las ramas de la nueva funcion.

Este método se aplica tanto a distribuciones discretas como continuas.

Recomendacion practica

Al igua que se dijo paralafuncion de distribucion acumulada, no conviene
construir unafuncién que no es necesaria, a menos que nos la pidan. Si lo que nos
piden es una probabilidad, no necesitamos construir lafuncion de densidad de la
variable condicionada. En general todos |os problemas que piden probabilidades de
variables condicionadas se pueden resolver facilmente por probabilidad

condicional, sin necesidad alguna de la funcion de densidad condicionada. Veremos
esto mas adelante, plasmado en los g emplos.
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Resolucién del g emplo

=

fx(x) =g 15x<3

. . o, Ho Ootrox
Si por gemplo ladistribucion fuera
* Condicion: X > 2
° _f1,._3
Ifx(X) dX_IZdX_Z
* a = P(condicién) = P(X>2) = ? ?
* Funcién con €l dominio restringido para que no incluya los val ores descartados:
% 2<x<5

B0 Ootrox

* Sedividen por "a" las ramas de la funcioén:
/4 i
2<x<5_ 2<x<5
Ua -3
Ho UOotrox H Uotrox

Lo que se obtuvo es ladistribucion de X, condicionada a que X > 2;

f, =g 2<x<S
x>2 0O UOotro x

Observamos gque X/X>2 es efectivamente una distribucién, ya que su funcién de
densidad cierraa 1. Veamos la grafica de las dos distribuciones:

f:{ I::{:I fxf}:}zlix:l

0.5 o.5

0.3 0.3

0.2 0.2

0.z 0.2

0.1 0.1
: B} : :
1 2 2 3 5 3 1 2 2 3 5

fx(X) fx2(X)
Observamos que:

1) La nueva distribucién tiene probabilidad nula para los valores que se descartaron.
2) Lanuevadistribucion llega més alto que la anterior, porque € area debe cerrar a
uno.

Ejemplo con una distribucion discreta

Sealavariable aleatoria discreta X distribuida segun:
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[(P/10 x=1
o /10 X=2
P, (x) = [8/10 X=3

/10 x=4

H o UOotrox

Un enunciado podriadecir, por g emplo: "Setienen piezasdetipo 1, 2, 3y 4,
ubicadas, mezcladas, en una cga. El experimento consiste en tomar unapiezaa
azar delacaga Hay un 20% de piezastipo 1, 40% detipo 2, 3% detipo 3,y 10%
detipo 4. Luego alguien se toma el trabgo de quitar todas las piezastipo 3 de la
caja. ¢Como se distribuye X ahora?’

* Condicion: X =3

* a=P(condicion) = P(X # 3) =7/10

* Funcién con €l dominio restringido para que no incluya los val ores descartados.

[(2/10 x=1
P (X):Qflllo X=2
X /10 x=4

Ho Ootrox

* Sedividen por 7/10 las ramas de lafuncidn. Lo que se obtiene es la distribucion
de X condicionadaaque X # 3.

[(R/7 x=1
P (x) = %1/7 X=2
XIx73 /7 x=4
Ho DOotrox
Veamos la gréfica de lafuncion origina y lafuncién condicionada, para comparar:
By (x) Boy rxpate)
o_& 1 ]
0.5 0.k '
0.3 . 0.2
oz . o2
oz .z
0.1 0.1 '
1 : 2 s § 1 2 2 2
Px(X) P 3(X)
Observamos que:

1) Ladistribucién condicionada le asigna probabilidad cero a valor que fue
descartado.

2) Los otros valores ahora tienen més probabilidad, para que € nuevo total también
cierre auno. Cuando se elimino el 3, la probabilidad cerraba a 7/10. Por eso
tuvimos que dividir todo por 7/10, para que cierre a uno.


http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

3) Se mantuvo la proporcion entre las probabilidades de |os valores que quedaron.
Es decir, P(X=2) sigue siendo el doble de P(X=1), y P(X=1) sigue siendo &l doble
de P(X=4). Esta bien que esto sea asi, porque las proporciones de piezas 1, 2y 4
gue quedaron no cambiaron. Por mas que las piezas 3 ya ho estén, sigue habiendo
el doble de piezas 2 que de piezas 1, y sigue habiendo &l doble de piezas 1 que de
piezas 4.

Justificacion del método

Pensemos en el gjemplo discreto que acabamos de ver. La probabilidad de sacar
una piezatipo 1) luego de haber eliminado lastipo 3, es:

R

Lo que estamos diciendo es gue |os tres renglones de Pxx.(X), es decir:
PXIX¢3(1) PX/X¢3(2) Yy PX/X¢3(4)
ealidad sony

P %(7&3) PQ:%(is)y P&:%(?:B)

Veamos s efectlvamentellegamosal mismo resultado. Tomemos Pxx:s(1). Usando
praopabilidad copdicional, queda:

=1 05: P(X =1n X #3)
A 3 P(X % 3)

En el numerador, lacondicion X = 1 "absorbe" alacondicion X # 3, porque €

suceso X = 1 es un subconjunto del suceso X # 3. Luego lainterseccion es
di r&:tamenteel suceso X = 1. Queda:

P(X =1
X237 p(x ey

do los datQs de la distribucion original, queda:
SC: 3 2/10 _ 2
Ai?v 7710 7

Vemos que llegamos a mismo resultado que con el método.

X = 2, podemos hacer and ogamente:
@ 3TP(X=20X¢3):P(X=2):4/10:4

A 73 P(X Z3) P(X#3) 7/10 7
Y nuevamente Qbtuvimos el mismo resultado. Incluso para X = 3 podemos hacer:
1 P(X=3nX#3)_ P(L) _ 0 _
A #3 P(X #3) P(X#3) 7/10

V emos que obtuvimos de manera formal 1o que antes habiamos planteado
intuitivamente: que la probabilidad de que X sea 3 en la nueva distribucion debe ser
cero. Cuando escribimos la nueva distribucion, no usamos un renglén paraindicar
que la probabilidad del 3 es cero, porque directamente esta contempladaen e U
otro x.
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Por, ultimo, parE)X 4 obtenemos:

Q P(X =40 X #3) _P(X =4) _1/10 _1
A?‘ P(X #23) P(X#3) 7/10 7

Nuevamente obtuvimos lo esperado. Para generalizar o que acabamos de hacer,
podemos escri

_bé< ) P(X =xn X #3)
Perxzs () VX %3 P(X % 3)

Y eso debe cumplirse paratodos |os valores posibles de x. Observemos que:

1) El numerador dala probabilidad original cuando x # 3, y cero cuando x = 3.

2) El denominador es una constante.

3) Vemos entonces que |o que estamos haciendo es tomar |las probabilidades
originales, ponerle cero alos valores descartados, y dividir por una constante.

4) Al dividir todo por la misma constante, estamos manteniendo |as proporciones
originales.

5) La constante que estamos usando para dividir estal que la probabilidad de la
nueva distribucion también cierraa 1.

Vemos ahora que € método que enunciamos a principio de la seccion esvalido.
Otraformadeverlo

Otraforma de verlo es pensando en el espacio muestral. Nuestro espacio muestral
es originamente;

D

Pe(1) = %o
PE(2) =*10
PE(3) =%
PE(4) =10

Ante e conocimiento de que el 3 no sale, tenemos que e conjunto de valores
posibles es un espacio muestral mas pequefio incluido en €l original:
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E
E o
1234
PE(EI) = "o

Luego, como se vio en el capitulo 1, para conocer |as probabilidades de los valores
gue quedaron, referidos a nuevo espacio muestral, debemos dividir las originales
por Pe(E'). El nuevo espacio muestral E' es:

EF

I 2 4

P.() _2/10_2

P.(1)= <

=) P(E) 7/10 7

_P.(2) _4/10 _4

Fe(2) = PE((E')) 7710 7
E

e 8 0
E

Problemastipicos

1) Los huevos producidos en un deter minado galliner o se clasifican, de
acuerdo a sustamaros, en 4 categorias: 1, 2, 3y 4, que comprenden
respectivamente el 5%, el 60%, el 20% y el 15% delos huevos. Para una
partida de huevos, se pide:
a) Si se descartaran los huevos de calidad 4, por ser de calidad
demasiado inferior, ¢como quedarian distribuidas las calidades de los
huevos que no descartamos?
b) Si se descartan los huevos de calidad 4 como seindicé en a, ¢cual es
la probabilidad de elegir un huevo al azar y que sea de calidad 1?
Resuelva de dos for mas distintas, y saque conclusiones.
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¢) Si sevenden los huevos de calidad 1y 2, y no sevenden los de
calidad 3y 4, ¢;como se distribuyen los huevos vendidos? ¢cdmo se
distribuyen los huevos no vendidos?

d) Si loshuevos de 1™ calidad se vendieron, y los huevos de 4% calidad
se descartaron, ¢como se distribuyen los huevos que quedan?

e) Si un cliente nos compra todos los huevos de calidad 2, ¢como se
distribuyen los huevos que quedan?

Resolucion
Comencemos por escribir ladistribucion original:
[0.05 x=1 U

DQG X=2

0

_ =
Px(x) = [100.2 x=3 0O
D15 x=4

Ho UotroxH

a) Condicion: huevo no descartado (es decir, calidad < 4)
P(condicion) = P(X<4) = PX=1)+PX=2)+P(X=3) = 085 = a
[D.05 «=1 [
oA J mos9  x=1 O
06 - Eb ]
_g= x=2 U 706 x=2
I:)x (X) =0 a = _ []
%(<4 DOZ |j) 235 X=3 []
0—  X73 D H 0 Ootroxd
] ]
00 UotroxQd

b)
Forma 1. aprovechando la distribucion condicionada que calculamos en € punto

I@lor )_

A <4 P (1) 0,059
Foyma 2: usango di rectamente probabilidad condicional:

éT _P(X=1ﬂX<4):P(X=1ﬂ(X=1DX=2|:|X=3)):

ﬁ(<4 P(X <4) P(X=10X=20X=3
P(X =] _005

PX=10X=20X=3 08
Vemos gque si 1o que nos piden es una probabilidad, no hace falta encontrar la

distribucion condicionada. Podemos encontrar la respuesta usando simplemente
probabilidad condicional.

c.) Condicién: huevo vendido
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P(condicion) = P(X=1)+P(X=2) = 0.65 = a

[10.05 O
X=1
HDOa6 5 0077 x=1 0
P, =02  x=2 0=[0923 x=2 [
/X =10X =2

U otro x% H 0 U otro XH
B

cz) Condicion: huevo no vendido
P(condicion) = P(X =3)+P(X=4) = 0.35 = a

002 _, O

50?15 = D571 x=3 [
P, )= x=4 0=[0429 x=4 [
/x=30x=4

a
So Dotroxg H o Ootroxf
E E

d) Condicion: huevo ni vendido ni descartado
P(condicion) = P(X=2)+P(X=3) = 08 = a

06 0

Epy J w7 x=2 O

B2 BHoO s

P, X)=[1__ Xx=3 O=[0.25 Xx=3 [
/& =20% =3

a
Eo Dotrox% Ho DotroxH
B ]

e) Condicion: huevo de calidad que no sea 2
P(condicién) = P(X #2) = 1-P(X=2) = 0.4
[10.05 [l

a . x=1 [0
Uo.2 - 0 0

I x=3 0_005 X=3
PX (X)_D a = _ ]
X #2 [0.15 0 M35 x=4
O— x=4 B H o DOotroxH

2) La longitud en cm. de las varillas fabricadas por una maquina es una
variable aleatoria X distribuida segun:
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0 Ootroxd

Se pide encontrar lasdistribucion delalongitud delasvarillas:

a) que quedan, s se descartan las que miden menos de 2 cm.

b) que quedan, s se descartan las que miden mas de 4 cm.
C) que quedan, s descartan las que miden menos de 2 cm. y las que
miden mas de 4 cm.

d) que miden mas de 4 cm.

€) descartadas en € punto c.
f) Calcular la probabilidad de que una varilla que mide mas de 2 cm y
menos de 4 cm, mida menos de 3.5 cm. Resolver de dos formas distintas
y sacar conclusiones.

Resolucion
a Condicién: X > 2

5
(%) dx=f%dx=§

2

a = P(condicion) = P(X >2) =

SEHE v —:

E]‘/ I E E
< x< < x<

fx (X) B 2<X SD_ 2<X 5D

/%>2 =0 O otro xH O otro xH

b) Condicion: X <4

3
Ifx(x)dx j 2=
a=PX<4) =

/4
f (X)_El 1< x <4% L 1<x<4%
/x<a Qo Dotroxd B0 Ootro xH3

Ei

c) Condicion: varillas que quedan = X>2UX<4

jfx(x)dx j L=
a=PX>20X<4) =

‘ (x) = EIM 2< % <4E El 2<X<4E
- )
Vesx<s E O [ otro x@ HO Uotro x@

d) Condicion: X >4

+00 5
Ifx(X) dx=_]édx=%r
a=PX>4 = * 4
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¢ (X)_EIM 4< X <5E Dl 4<x<55
Voa Ho Dotrox@ EO Uootro x[J

€) Condicion: descartadas en d punto ¢ = las que son mayores de 4 o menores de
2

_[fx(x)dx+jfx(x)dx _|’ dx+_[ olx—2
a=PX<2UX>4) = -

E1/4 H H 5
< <204< < < <204a< <
f (x) = 1X24X5D:D§1X24XSD
/x<20x>4 Q O otro x H Ho [ otro x H
f)
Forma 1:
35 3.51
<35 — = =
P A<X<4) foz<x<4(x)dx Iidx 0.75
o 2
Forma 2:
35
Ildx
6< P(X<3.502<X<4)_P(2<X<3.5)_24 _3/8 _
P A< X <4 = =2 = =0.75
P(2< X <4) P(2< X <4) 1d 4/8
4

2

Vemos que si 10 que nos piden es una probabilidad, no hace falta encontrar la
distribucion condicionada. Podemos encontrar la respuesta usando simplemente la
definicion de probabilidad condicional (y de esaformalo que estamos obteniendo
es solamente e renglén que necesitamos de la distribucion condicionada).

3) Idem 2, con las varillas distribuidas segun:
Hx-D? L
7~  1sx=3[]

=0 %"2 3<xss0
0 6 0
n O Uotro x
H H
Resolucion

a Condicién: X > 2
jfx(x) ax= [ & _1)2 dx +J’_dx 0.917
a = P(condicion) = P(X >2) = 2
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[ -1)2 O O(x—1)2 il
DE(X b 2<x<3[ Du 2<Xx=3[]
F1x’s HH %%
£, (=022 3<xss50= 04X 3 3<xss0
x>2 na 6 0 O 99 O
g O Ootroxg o O Uotro xp
2 H H i

b) Condicion: X <4

If(x)dx _[( _1) dx +I_d ‘075—2
a=PX<4) =
0 2 O 2 U
L XTDT i cxsap D@ 1< x<3[]
51 x- d_d x-
o (0=01X"3 3<x<ap=0X3 3<x<an
/X <a na 6 0 0 45 0
g O Ootroxg g O U otro xj
- H H -

¢) Condicion: varillasque quedan = X >2UX <4

'3
a=PX>2UX<4 =2 ? :
l -1)2 l
[&(X Y 2<x=3[ D?’(x—l)z 2<x£3%
1 x- ] 5
£ o =02%"3 3<x<4f=0r(x-3) 3<x<40
o<x<4 ma 6 0 04 0
o O Ootroxp o O Uotro x
o A5 H E

d) Condicion: X > 4

[t ax= X Bax=
A

1
4
a=PX>4) = ¢

Hx~3 5 HP(x-3) 4 =
< < < <

5 (x) = e X <50_H (x-3) X <50

X>4 E 0 DO'[I’OXE E 0 DOtI’OXQ

€) Condicion: descartadas en d punto ¢ = las que son mayores de 4 o menores de
2

J’fx(x)dx+jfx(x)dx j( 1)2d +J’X 3=

1
a=PX<20X>4) = 3
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[ -1)2 [
gf(x41) 1$x<20 o(x-1? 1<x<2(
1x-3 _H1 &
f o-x > 4<xs=50=0-(x—3) 4<x=5
A<2|:|x>4 ] a 6 (] |:|2 U
o O otroxg g O Uotro x
E 3 H E
f)
Forma 1.

3.5

N <354 o <4)=J‘fx (x)dx=?:r5%dx=0.75
—o 2

2<X <4

Forma 2.
3 —1\2 35\ —
j’ OB e [* 3
PQ 35, P(X<35n2<X<4) _P@2<X<35_, 4 6 _0eR_
2<X<4 PR<X< 2<X< -)? _ ¢x-3, 0687
4) M 4 I(X D dx+J'X 34

4

Vemos que si 1o gue nos piden es una probabilidad, no hace falta encontrar la
distribucién condicionada. Podemos encontrar la respuesta usando simplemente
probabilidad condicional.

Es frecuente encontrar e emplos de variables aleatorias condicionadas
combinadas con variables aleatorias mezcla. Ejemplos de tales casos son
abordados en la siguiente seccién: " Variable aleatoria mezcla"

-~ .- 1 /..nim
B I Please register to remove this banner.
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El siguiente material se encuentraen etapa de correccion y no debera
ser considerado una version final.

Algandro D. Zylberber g <alg andro@pr obabilidad.com.ar >

Version Actualizada al: 4 de mayo de 2004

Variable aleatoria mezcla

"Las maquinas A, B y C producen piezas cuyas longitudes estan distribuidas
respectivamente segun fy,, fis ¥ fie. Las maquinas producen respectivamente €
20%, d 50% y & 30% del total de unidades producidas. ¢Cémo se distribuyen las
longitudes de las piezas producidas?”

M étodo para obtener lafuncidon de densidad delavariable aleatoria
mezcla

1) Averiguar las probabilidades de cada uno de |los origenes:
P(A.), P(A2), ..., P(An)
2) Averiguar la distribucion de los el ementos provenientes de cada uno de los
origenes:
fx1, fxz, ey an.
3) Hacer una lista de todos |los puntos que dividen las ramas de las funciones de
densidad de todos | os origenes.
4) Para cadaintervalo:
fxmezaa = P(A1) Txa(X) + P(A2) fx2(X) + ... + P(An) fxa(X)
5) Armar lafxwezcta.

Recomendaciones practicas

* Al igual que sedijo paralafuncion de distribucion acumuladay parala
distribucion de las variables a eatorias condicionadas, no conviene construir una
funcion gue no es necesaria, a menos que nos la pidan. Si 1o que nos piden es una
probabilidad, no necesitamos construir lafuncion de densidad de la variable
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aleatoria mezcla. En general todos | os problemas que piden probabilidades de
variables aleatorias mezcla se pueden resolver facilmente por probabilidad
condicional, sin necesidad alguna de la funcién de densidad de lamezcla. Veremos
esto mas adelante, plasmado en los g emplos.

* Aundgue el método no lo requiere, es conveniente, para tener menos
probabilidades de equivocarse, hacer un diagramadel estilo del que se haraen la
resolucién del g emplo.

Resolucién del g emplo
Si por g emplo |as distribuciones fueran:

wa% 2<x<6] (=g 4XTH ¢ (= XS

XB C
O OotroxH D OotroxH 0 Ootro xH

y eradato que:
P(A)=02 PMB)=05 PC)=0,3
L os puntos que separan las ramas de las 3 funciones de densidad son: 2, 6, 4, 7, 1,
5.
Ordenados quedan: 1, 2,4, 5, 6, 7.
Hagamos un esquema para darnos cuenta de en qué intervalos "aportan” cada uno
de los origenes:
1 2 3 4 5 6 7

ISEN

A
BE
C.

En cadainterval o aplicaremos.

fxvezea = P(A) fxa(X) + P(B) fxe(X) + P(C) fxc(X)
* Intervalo-® <x<1

fumezan =0,2.0+05.0+0,3.0=0
Es|6gico que de O, porque no hay aportes.
* Intervalol<x<?2

fxmezan =0,2.0+05.0+0,3. Yo ="3w

* Intervalo2<x<4

fxmezan =0,2. 4 +05.0+0,3. a=1s

* Intervalo4<x <5

fxmezan =0,2. s+ 05 .+ 0,3. Ya="/x
* Intervalo5<x<6

fxmezan =0,2. Y2+05.:+0,3.0= "/
* Intervalo6<x<7

fumezaa =0,2.0+05.%:+0,3.0="1/

* Intervalo 7 < X < +%

fxmezan =0,2.0+05.0+0,3.0=0
Ahoraarmamos |afxvezoia:
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83/40 1<x<2%
ol/8 2<x<4p
_Hr/24 4<x<5(
f x)=0 (]
MEzLA A3/60 5<x<6[]
U1/6 6<x<7U

5 0 Uotro x

Justificacion del método

Comenzaremos por buscar |a Fxuezcia (X):

Por la definicion de funcion de probabilidad acumulada, podemos escribir:
F., (X) = P(Xm = x)

L uego tomaremos en vez del suceso Xm < x su interseccién con € espacio
muestral, 1o cual nos dar& un suceso equivalente, por o cual no se modificarala
probabilidad:

P(Xm = x) =P(Xm = x N E)

Escribiremos el espacio muestral como los sucesos: "que un determinado elemento
venga del origen 1 6 que vengadel origen 2 6 ... 6 que vengadel origenn”;
PXm<sxnE)=P(Xm<xn (A;0..0A))

L uego distribuimos la interseccion respecto de la unién, y queda:
PXmsx n (A0 OA))=P(Xm=sxnA)O..OXm<=sxn Ayp))

Como un elemento no puede venir de dos origenes, entonces |0s sucesos son
diguntos, y podemos reemplazar la probabilidad de la unién por la sumade las

probabilidades:
P(Xms=xnA)UO. . OXm=sxnAy) =P(XmsxnA)+. .. +P(Xm<xn A

Podemos escribir |as probabilidades de intersecciones usando probabilidades
condicionales:

P(Xm<x n A)+...+P(Xm < x n A,) = P(A)P(Xm = YA P(A,)P(Xm < A

L a probabilidad de que un determinado el emento sea menor a un determinado valor,
sabiendo gque vino de un determinado origen, eslafuncién de probabilidad
acumulada de ese origen, evaluada en € vaor, con lo cual:

P(A)P(Xm = XA Tt P(An)P(XM = X, = PAYR () ..+ P(ADF, (X)

Entonces obtuvimos que:
Fn (X) = P(ADF, (X) +... + P(An)F, (X)

Y como:
Fum (X) =

Entonces:
o (X) = P(A) T (X) ... T P(AN) ., (X)

Lo cud vale [ x. Entonces hacemos |a lista de |os puntos que dividan todas las

dr, . (x)
dx



http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/
ramas de cada una de las fxi, para que s trabajamos en cada uno de los intervalos

gue quedan determinados entre esos puntos, no cambie la definicidn de ninguna de
las funciones de densidad.

Problemastipicos

1) Los pesos de los duraznos, ciruelasy naranjas se distribuyen
respectivamente en decagr amos segun:

[x -5 5<X<65 %(—4 4<X<5E

fx (X)=H7‘X 6<x<70 f, (x)=B6—x 5<x<60 j (x)=% 4<x<7%
N c XD

Ho DoaroxH Ho DotroxH 0 OotroxH

Si se mezclan 20% de naranjas, 30% de ciruelasy 50% de duraznos.
a) ¢Como sedistribuye el peso de una fruta elegida al azar?
b) ¢Cudl esla probabilidad de que una fruta elegida al azar pese
menos de 6 decagramos? Resuelva de dos formas distintasy extraiga
conclusiones.
c) Si se extrae una fruta al azar y pesa menos de 6 decagramos, ¢cual
esla probabilidad de que sea un durazno? Extraiga conclusiones.

Resolucion
a) Puntos que dividen ramas: 4, 5, 6, 7

Hagamos un diagrama que nos permitair verificando lo que escribimos:
4 5 @ 7

=g

En cadaintervalo aplicaremos:

fxvezoa = P(A) fXD(X) + P(B) fxc(X) + P(C) fXN(X)

* Intervalo-® <x <4

fumezan =0,2.0+0,3.0+05.0=0

* Intervalo4<x <5

fxmezoa =0,2.0+0,3. (X-4) +0,5. /s ="2/10(X-4) + /o
* Intervalo5<x <6

fxmezon = 0,2 . (X-5) + 0,3. (6-X) + 0,5. /5= /5 (X-5) + */10 (6-X) + /e
* Intervalo6<x <7

fxmezoa =0,2. (7-X) +0,3.0+0,5. /5= "5 (7-X) + /e
* Intervalo 7 <x <+

fumezan =0,2.0+0,3.0+05.0=0
Ahoraarmamos |a fxvezcia:
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] ]
0 3 x-ay+1 4<x<5q
El(x—lg)+3(6—6x)+1 5<x<6B
foECLA (X):Dg E 6 |:|
[l 1 1 O
O —(7-x)+t_ 6<x<7Q
0 5 6 0
O 0 U otro x [J

b) Primeraforma:

P(X, <6)=_J6'medx =j@1%(x—4)+ @atx +i%(x—5)+%(6—x)+%aix =1

1
6 0 15

Segunda forma:

Usamos la misma técnica de interseccion con € espacio muestral que usamos para
demostrar laférmula:

P(Xm<6) = PXm<6NE) = PXm<6nN(NUCUD)) = P(Xm<6 N N)
OXm<6nC)U(Xm<6NnD)) = PXm<6NN)+PXm<6nC) +PXm
<6 N D) =P(N)PXm<6 / N)+P(C)P(Xm<6/ C)+P(D)PXm<6/ D)=
=0,2ffXNdx +O,3jfxcdx + O,STfXDdx :%

—00

En la segunda forma no necesitamos la distribucion de lamezcla. Si no nos
hubieran pedido la funcion de densidad, no habria valido la pena hacerla.

Pﬁ%% ﬁP(D)
o Pﬁ%ﬂﬁﬁﬁ: P(Xm/26)

El denominador yalo calculamos en € punto anterior.
P(D) esdatoy vale 0,5.

_6 _61 _2
Pﬁxm <%§_£fdex—_[§dX—§
2 1
3 2.5
Pﬁ%m% I 1
15

Nuevamente la conclusion es que si 10 que se pide es calcular probabilidades, no
hace falta encontrar lafuncion de densidad de la variable aleatoria mezcla.

2) En un parque de diversiones, la altura de las per sonas que quieren subirse
a determinada atraccion mecanica es una variable aleatoria X distribuida en
metr os segun:
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E,%(x -1 1<x<1.25
D 5 O
(X) E 7 1.2<X<1.8%
52_5(2 X) 1.s<x<25
%4 0 U otro x E

El empleado del parque no puede degjar subir a nadie que mida menos de
1.40m. Sin embargo, el 10% de los que miden menos de 1.40m igualmente
logran escabullirse.

¢Como se distribuyen las alturas de las per sonas que se suben al juego?

Resolucion

Este problematiene dos dificultades adicionales:

* lamezcla es entre variables que a su vez proceden de distribuciones
condicionadas.

* ¢ cdlculo delas probabilidades de | os origenes no es inmediato.

Comencemos por ver que va a haber que hacer una mezcla entre dos variables
aleatorias: lade las personas de mas de 1.40m y que entraron legitimamente, y las
de las personas de menos de 1.40m, que se escabulleron:

fxvezea = P(entrd escabullido) fxwes(X) + P(entro legitimamente) fxatos(X)

Entonces necesitaremos | as distribuciones condicionadas:
* Personas de menos de 1.40m:

1.2 14
plx <1.4)= [ 2 (x-Dax + [ 2k =2
1 4 1.24 8

U ]
EB%(X 1) 1<x<12 é?f(x—n 1<x<12
H B 5
=>f (X)) =0 22 12<x<1.40=0 % 1.2<x<140=f,
' Ul 0 d
o o Ootrox g g O Ootrox [
H H B =
* Personas de méas de 1.40m:
p(x >1.4)=1-3=2
8 8
D ]
85 14<x<1.8[]
54 o 2 1.4<x<1.80
D 0 U otro x B H 0 U otro x
H H

Y ahora necesitamos calcular las probabilidades. Mostraremos 3 formas de hacerlo:
con proporciones, con probabilidad condicional, y con un diagrama del espacio
muestral:

* Con proporciones, se hace asi:
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Por gjemplo, de cada 80 personas que se presentan, 50 son atasy 30 son bgjas
(seguin las probabilidades que acabamos de calcular). Las 50 que se presentan y

son altas, entran directamente. De las 30 que son bajas, el 10% entra, con lo cual 3
entran. Entonces de las 80 que se presentaron, entran 53, de las cuales 50 son altas
y 3 son bgjas.

L uego la probabilidad de que una persona que entro o haya hecho legitimamente es
50/53, y la probabilidad de que una persona que entr6 lo haya hecho
escabulléndose es 3/53.

* Aplicando probabilidad condicional, se hace asi:

. . 3
_ PO, P(bgjo)  10%

o, o M0l 0%,
entro P(entrd) P(entré) 80 P(entrd)

5
entré 100% —
P@Ky L P Ato)s(ato) _ §_ 5
entro P(entrd) P(entrd) 8P(entrd)
Y como todas| pawrfs gue entran son necesariamente altas o bgjas, entonces:
=1

ja + pHdta
Fﬁa Aﬁtréﬁ P /entré

Conlocud:

3 __+ > =1 = 2;,:1 => P(entré)=§
80 P(entro) 8 P(entrd) 80 P(entrd) 80
L uego:

' 3 380 _ 3
Pﬁa.la , ﬁ: = =

Aﬂtro 80 P(er6) 8053 53

Pguy L 5 _580_50
entro”  8p(entr) 853 53

* Haciendo un diagrama del espacio muestral, se hace asi:

La parte con lineas gruesas en €l centro es el espacio muestral, dividido en las4
particiones posibles: los que entran y son altos, |os que entran y son bajos, los que
no entran y son altos, y 10s que no entran y son bajos.
entran no entran

atos
bajos

Completaremos los casilleros con las siguientes probabilidades, segun las vayamos
deduciendo:

entran Nno entran
atos P(atolentra) | P(altoChoentra) P(alto)
bajos P(bajollentra) | P(bajolhoentra) P(bajo)
P(entra) P(noentra)

Comenzamos por colocar |as probabilidades que ya teniamos cal culadas de cuando
buscamos |as distribuciones condicionadas:
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entran no entran
atos P(altolentra) | P(altoChoentra) 5/8
bajos P(bajolentra) | P(bajolhoentra) 38
P(entra) P(noentra)

Y sabemos que todos |os altos que se presentan entran, con lo cual P(altolhoentra)
= 0, por lo tanto:

entran Nno entran
atos P(altolentra) 0 5/8
bajos P(bajolentra) | P(bajolhoentra) 3/8
P(entra) P(noentra)

Y luego como podemos ver en € diagrama, P(altolentra)+ P(altolhoentra) = 5/8,
con lo cud:

entran Nno entran
atos 5/8 0 5/8
bajos P(bajolentra) | P(bajolhoentra) 3/8
P(entra) P(noentra)

Sabemos que de los bajos, 10% entray 90% no entra. EI 10% de 3/8 es 3/80, y &l
90% es 27/80. Entonces:

entran no entran
altos 58 0 58
bajos 3/80 27/80 3/8
P(entra) P(noentra)
Y ahora sumamos para terminar de completar latabla:
entran no entran
atos 58 0 58
bajos 3/80 27/80 3/8
53/80 27/80

Ahora caculamos
' _ P(bajo Uentré) _ 3/80 _ 3
pEPAC /= = ="
ﬁ) Aﬂroﬁ P(entrd) 53/80 53

). P(ato Dentré) _ 5/8 _ 50

p@to 3} —
Jentro P(entrd) 53/80 53

L uego de conseguidas por cualquiera de |os tres métodos las probabilidades,
buscamos | os puntos que dividen las ramas de las funciones de densidad:
1,1.2,14,18,2
Ahoratrabajamos intervalo por intervalo, usando:
fxvezoa = P(entrd escabullido) fxwes(X) + P(entro legitimamente) fxatos(X)
¢ . ®w<x<]

3 .50

fXMEZCLA =§O+§O=O
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*1<x<12

_ 35, _ 50
Fxmezcia _§?(X D+ @0_—()( D
*12<x<14
; - 3 10+500210
XMEZCLA ~ B33 B3 53
*14<x<18

_3 50 . _100
fXMEZCLA _§0+§2_§
*18<x<?2

_ 3 50 _.y-500,,
fomezca —§O+§10(2 x)—§(2 X)
* < X<+

_3 50 _ _
fXMEZCLA _§0+§0_0

Finalmente, armamos la funcion de densidad:

[l O
?(x -1)  1<x<12

D O

(] E 1.2<x<1.40

g 33 B
fXMEZCLA 100 14<X<18D
-3 ' B

& -x) 18<x<20

1> ]

0 U otro x

4) Un artesano recolecta varillas cuya longitud en cm. eslavariable
aleatoria X distribuida segun:

2
fX(X):%z_s(x—l) 1<x<6§
H o O otro xH

Como las varillas que miden masde 4 cm no le sirven, por ser demasiado
grandes, las corta por la mitad.
a) ¢Como sedistribuyen lasvarillas que le quedan?

b) Si delasvarillas que le quedan selecciona las que miden 2 £ 0,1 cm.,
¢como se distribuyen las que selecciona?

Resolucion:
a) Este gjercicio es o més complicado gque estudiaremos en cuanto a variable
aleatoria mezcla, ya que ademas comprende:

* distribuciones condicionadas
* probabilidades de origenes
* cambio de variables
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Comencemos por ver que lamezcla sera entre las varillas que miden menos de 4

cm, y las que resultaron de cortar por lamitad varillas que median originalmente

mas de 4 cm.

Ladistribucién de las varillas que miden menos de 4 cm se puede obtener

facilmente truncando la distribucién original condicionandola a X<4. Las otras,

resultarén del cambio de variables de cortar por la mitad varillas que provienen de

otra distribucion condicionada.

Comencemaos por obtener |as distribuciones condicionadas:

P(X <4)=9/25
fa(X)= E’F%SZ_ZS(X -1 1<x< 4%= %(x -1 1<x <4%

_ 0 OotoxH B 0 Hotro xB

P(X > 4) = 16/25

52, E Ez ) E
fX/x>4(X):|éEE(X 1) 4<X<6D:DE(X 1) 4<)(<6D

_ 0 DoroxH H 0 Dotro x B

Por smplicidad, alalongitud de las varillas de masde 4 cm. lallamaremos Y,y Z
seralalongitud de tales varillas cortadas por la mitad.

Z=Y/2

Hacemos &l cambio de variables:

Laderivada de latransformacion es 1/2. Latransformacion inversaesY = 2Z.

L os puntos que dividen las ramas de fv (es decir, de fxx-s) sonel 4y el 6.

No hay puntos que dividan ramas de la derivada, y tampoco puntos en los que la
derivada cambie de signo.

Entonces el Unico intervalo aestudiares 4<Y <6

Py £

=1 W
.l'I &
||I

ABC Amber Text Converter Trial version
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Y=4=>2Z=2
Y=6=>Z=3
con lo cua dicho intervalo aportara sobre el intervalo 2<Z <3
2 _
) e Y 11
fz(z) o T Z(y 1) Z(ZZ 1)
dy 2

Ladistribucion de z queda:
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%(22—1) 2<z<3§

f (2=
0 Ootro zH

Ahora cal cularemos | as probabilidades de los origenes. Usaremos el método de
pensar en las proporciones, aungue también podria usarse cualquiera de los otros 2.
De cada 25 varillas, 9 quedaran como estan, y 16 se cortaran. Pero las 16 que se
cortan se transforman en 32. Entonces por cada 25 varillas, quedaran 9+32 = 41
varillas. De cada 41 varillas de las que quedan, 9 eran cortas originalmente, y 32
proceden de las largas cortadas por la mitad.

L as que eran cortas originalmente son las que estan distribuidas segun f xx«.

L as que resultaron de cortar las largas estan distribuidas segun lafz que
encontramos.

Consecuentemente, la mezcla queda:

fxmezoa = 941 fuxa(X) + 32/41 F(2)

Recordemos que €l hecho de llamarlas Z fue solamente una cuestién de notacion.
L os puntos que dividen las ramas de las funciones de densidad involucradas en la
mezclason: 1, 4, 2, 3.

Ahora estudiamos interval o por intervalo:

s w<x<]
_9 32
fXMEZCLA —ﬂO"‘ﬂO—O
*l<x<?2
9 2 32 2
f = x—D+__0=_(x—1
XMEZCLA 419( )41 41( )
*2<x<3
92 321 2
fXMEZCLA_419( Dt 4——(2 D= ﬂ(9X—5)
*3<x<4
9 2 32 2
f =7 “Ux-D+>0=°“(x-1
XMEZCLA 419( )41 41( )
* A< X< +00
f =2 0+320=0

XMEZCLA 41 41
Ahora armamos la funcion de densidad de la mezcla, y queda:

O O
E(x - 1<x<2Q
DZ O]
<y <30

4_1(x 1) 3<x<4g
E 0 Dotrox%

b) Ahora debemos condicionar la distribucion que obtuvimos en €l punto a) para X
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=2*0,1 Esdecir,paral 9< X < 2,1
P(seleccionar unavarilla) = P(1,9< X <2,1) =
_21 _2 2 212 _
= F s K = J oD i 7 (9x =5 00702
19 2

19

U U
2t 2x-1 19<x<2p
00702 1 ] 006944 (x~1) L9<x<2L
fX/19<X<21(X) = —(gx _5) 2<X <211|:|= ED16944 (gx _5) 2<X <2’1|:|
sx2a ™) 70 21 0 a
H H

Y esaesladistribucion delas varillas que selecciona.

Please register to remove this banner.
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CAPITULO Il

Variable Aleatoria Bidimensional y
n-Dimensional

A veces es hecesario trabajar con probabilidades que involucran a més de una
variable aleatoriaa mismo tiempo. Por g emplo, podemos querer calcular cud esla
probabilidad de que una persona elegida al azar midaentre 1.70y 1.80my pese
entre 80 y 90kg. O la probabilidad de que una persona que pesa entre 70 y 80kg
mida menos de 1.60m.

En esos casos usamos variables aleatorias bidimensionales. En general, las variables
aleatorias pueden ser de dimension n; hablamos entonces de variables
n-dimensionales.

L as variables aleatorias que estudiamos en el capitulo anterior son un caso
particular, denominado variable aeatoria unidimensional. En general, podemos
pensar alas variables aleatorias n-dimensionales como vectores, siendo cada una de
las componentes del vector una variable aeatoriaen si.

En el caso delas variables a eatorias bidimensionales, podemos pensarlas como un
vector con dos componentes, cada una de las cuales es una variable aleatoria
unidimensional tal cual las estudiamos en € capitulo anterior.

Asi como los valores posibles de una variable unidimensional estan contenidos en
unarecta, siendo larectamisma, o parte de ella, los valores posibles de unavariable
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bidimensional estédn contenidos en un plano, siendo todo €l plano o parte de él.

L as variables aeatorias unidimensional es pueden ser discretas o continuas. Como
cada componente de una variable a eatoria de dimension mayor a1 es unavariable
aeatoria unidimensional, una variable aleatoria bidimensiona puede tener sus dos
componentes discretas, sus dos componentes continuas, o una discretay una
continua.

Ejemplo

Setiene el experimento "tirar un dado y una moneda’

El espacio muestral es E = {1-cara, 2-cara, 3-cara, 4-cara, 5-cara, 6-cara, 1-ceca,
2-ceca, 3-ceca, 4-ceca, 5-ceca, 6-ceca}

Definiremos una variable a eatoria bidimensiona agrupando estas dos:

X: e nimero que sale al tirar & dado

Y: lacantidad de caras que salen

A raiz de laforma en que hemos tomado las variables, podriamos reescribir €l
espacio muestral asi:
E={(10),(20),(30),40),(50),60),(1€1),(21),E1),41),(51),
(6.1)}

Si luego nos preguntan cual es la probabilidad de que sacar un 5 en el dado y sacar
caraen lamoneda, es decir, P(X =5 LY = 1), pensaremos en que "X=5"y "Y=1"
son dos sucesos independientes, y entonces P(X =5 LY =1) = P(X =5) P(Y =
1) =1/6.1/2=112.

También podriamos pensar que los 12 resultados posibles de E son equiprobables,
y entonces cada resultado tiene probabilidad 1/12.

En este g emplo, las dos componentes de |a variable al eatoria bidimensional son
discretas. El gemplo que dimos al principio, del peso y la altura de una persona,
tiene sus dos componentes continuas. Un gjemplo de una variable aleatoria
bidimensional con una componente discretay una continua, puede ser considerar la
longitud de las rutas y la cantidad de estaciones de servicio que hay en ellas.

ABC Amber Text Converter Trial version
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Distribucion de probabilidad conjunta

Asi como en las variables a eatorias unidimensionales nos interesa estudiar como se
distribuye la probabilidad de cada uno de los valores posibles, en las variables
aleatorias bidimensionales nos interesalo mismo, con la salvedad de que ahora los
valores posibles son pares de valores, o bien vectores de dimension 2.

Notemos que:

1) la probabilidad de un determinado par de valores no puede ser menor que cero.
2) la suma de las probabilidades de todos | os pares de valores da 1, porque al hacer
el experimento siempre sale uno de los pares posibles.

Funcion de densidad de probabilidad conjunta

En las variables aeatorias unidimensionales, la funcién de densidad de probabilidad
es unafuncién que le asigna a cada valor posible de la variable aleatoria un nimero
real que consiste en la probabilidad de que ocurra. En las variables aleatorias
bidimensionales, laimagen de lafuncion sigue siendo de dimension 1 (porque la
probabilidad es un nimero) pero el dominio es de dimension 2.

Si X eY son discretas:

Pxv(X,y) es unafuncidn que a cada par de valores posibles |e asigna su probabilidad.
Pxv(X,y) es una funcién de densidad de probabilidad discreta conjuntasi y solo S
cumple con:
1) Pxv(x,y) 20 U (x,y)

ny (X, y) =1
2) * 7
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y) esun

de densidad de una variable

P ()

on

7

12
12
12
12
12
/12

12
12
12
12
12
/12

Pxv

dominio D del plano XY, dalaprobabilidad de que lavariable aleatoria XY asuma

aeatoria bidimensional debemos integrarla. En vez de unaintegral smple, es una
un valor comprendido en ese dominio.

Andogamente alafuncion de densidad de una variable aleatoria unidimensional,
integral doble. Es decir, laintegral de lafuncién de densidad XY (X,

Y: lacantidad de caras que salen a tirar una moneda.

X: e nimero que sale d tirar un dado honesto.
para obtener probabilidades a partir de lafunci

Si X eY son continuas:

Ejemplo:

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

L
Hﬁ.ﬂfh Lty
Ay ey

e A W

L]
———f————

.-..-..-. __._. -

1

J [ (x,y) dy o

2)

fxv(X,y) esunafuncion de densidad de probabilidad continua conjuntasi y solo s

cumple con:
1) v (xy) 20 H (xy)

Ejemplo:
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Se toma un punto al azar del plano XY, con la primeracomponenteentre2y 3,y la
segundaentre 1y 4, y setoma lavariable aleatoria X como la componente X del
punto, y lavariable aleatoriaY como la componente Y del punto.

El <y < <yv< E
5 2<x<3 1<y 4D
=) O otro x H

Luego la probabilidad de que € par (X,Y) caiga en un determinado intervalo esla
integral de ladturafxy en dicho intervalo.

fxv (X,y) =

Problemastipicos

1) Determine si las siguientes funciones son de densidad de probabilidad

conjunta:
a)
Y
Px o 1] 2
1102]|01]01
X | 2(01[02]03
3/(02(01|02
b)
Y
P, 1 2 3
0,3 -0,1 0,2
04 0,1 0,1
C)
Y
Px 20 | 30
w 1101 03
2| 04 | 02
Resolucion

> Pa(xy) %1
a) No, porque * ’
b) No, porque L(x,y) tal que Pxv(X,y) <0
c) Si.

2) Dada la siguiente distribucion de probabilidad conjunta:

Y
F’XY1235
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535|335 | 235 | 2/35
2/35 | 435 | 3/35 | 1/35
2/35 | 1/35 | 2/35 | 2/35
135 | 135 | 2/35 | 2/35

X

WIN|FP|O

Calcule

a) P(X=10Y=2)
b) P(X=Y)

c) P(X<Y)

d) P(X=1)

Resolucion

a) Directamente de latabla, P(X=1 U Y=2) = 4/35

b) La probabilidad de un determinado suceso es la suma de las probabilidades de
los sucesos simples que lo forman. En relacion alatabla, eslasumade las
probabilidades de los casilleros que cumplen con la condicidn. Entonces:

P(X=Y) = P(X=1UY=1) + P(X=2 UY=2) + P(X=3 UY=3) = 2/35+ 1/35 +
2/35 = 5/35

c) P(X<Y) = P(X=0 UY=1) + P(X=0 U'Y=2) + P(X=0 UY=3) + P(X=0 L Y=5)
+ P(X=10Y=2) + P(X=1 0Y=3) + P(X=1 UY=5) + P(X=2 UY=3) + P(X=2 U
Y=5) + P(X=3 UY=5) = 5/35+ 3/35+ 2/35+ 2/35+ 4/35 + 3/35 + 1/35 + 2/35 +
2/35+ 2/35 = 26/35

Aungue habria sido méas econémico calcular:

P(X<Y) = 1-P(X2Y) = P(X=10Y=1) + P(X=2 UY=1) + P(X=2 UY=2) +
P(X=3UY=1)+ P(X=30Y=2)+ P(X=3 0Y=3) = 2/35+2/35+ 1/35+ 1/35 +
1/35+ 2/35 = 9/35

d) P(X=1) =P(X=10Y=1) + P(X=1 0Y=2) + P(X=1 UY=3) + P(X=1 UY=5)
= 2/35+4/35+ 3/35+ 1/35 = 10/35

3) Determine si las siguientes funciones son de densidad de probabilidad
conjunta:

a)
fxv (X,y) = [EQX*'Y)Z_@ —1<x<],—1<y<1§
: 0 Ootro (x,y) 8
b)
fXY(X’y):%(X-l-y)2 _1<X<l—l<y<1§
0 Ootro (x,y) B
C)
fxv(x,y):%g(xﬂ’)2 ‘1<x<L-1<y<1%

0 Ootro (x,y) B


http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

Resolucion
a) No, porque U(x,y) tal quefx(x,y) <0
b) Si.

400 +00

J [t (x,y) dy dx #1
¢) No, porque ™

4) Hallar k para quefyx(x,y) sea funcion de densidad:
(x2 +y) O<x<2,0<y<35

fxv (X )=5k
Y O o Ootro (x,y) 0O

a)
[k(x ty) 1<x<2,0<y<1E
fxy(X,y) =02~y 1<x<2,1<y<2[
0 Uotro (X,
0 (x.y) H

Resolucion
a) Sabemos que laintegral sobre el plano XY de lafuncién de densidad conjunta
debe cerrar a 1, entonces.

+00 +00

IIfxv(x,y) dy dx =1

—00—00

+00 +00 23
[ [t y) dy ox = [k(x2 +y) dy ok =... =17k =1
—c0—00 00
Luego k = 1/17

b) En esta caso hacemos o mismo, pero lafuncion es un poco mas complea
porque tiene més de unarama. Hacemos €l gréfico para orientarnos:

¥
.5 0 0 a
o
1.5 0 -y 0
o
T
0.3 d k(x+ ) 0
N
o.5 1 1.5 Z .5
y 1]

N

[ty dy ax = Jk(x+y)dy o + [[(2x —y) dy ok =...= 2k +

—00—00

Luego k = 3/8
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5) Calcular las siguientes probabilidades:

a)P(X>1 0 Y <2),conlafw(x,y) del gercicio 4.a.

b) P(X >3/2 0 Y > 1/2), con la fx(x,y) del gercicio 4.b.
Eé ) x>0,y>0U

fxv (X, y) =
x(%Y)= D 0 Uotro(x,y)0

c)P(X>2 0 Y <1),con

Resolucion
P(X ydydx 0,392157
a) o
b) Hacemos un diagrama para no equivocarnos con laintegral:
¥ 3 -
: : : >Y vy > = =
2.5 . g ; g . P(X >~ 0Y 2) 3]/'2J’fxv(x,y)dydx
: : : 1/2
[l IR R R LR E R E R T T o 2 1 3 2 2
: | | =[ [y [ fx-ydy o=
1.5 0 L dETF 0 3/21/2 3121
L T N S =...=o,2344+613=0,401
s I PR R (X+5;r::| ................ oo
o_5 1 l_-5 z 25}:
. 0

6) Dada la siguiente funcion de densidad:
:%(x—y) O<x<2,0<y<x§

0 Ootro (x,y) B
a) Calcular P(X > 1 UY <1)

b) Calcular P(X > 1)
c) Calcular P(Y < 1)

fxv (X,Y)

Resolucion

¥ Ladistribucién conjunta con la que vamos a
* trabgar
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¥ )
. j : PX >10Y <l)=ijxv(X,y)dy®(=
= 213 B _ :3
[c=ndyac=..=7

10

: POX>D) = [ [ (x,y) oy o =

2x3 B _ :7
_[{4(x My k==

¥ C)
(Y <D= [ [xr(xy) ok dy =

123 7
(x—yY)dkdy=...=_
Iy4( y)dedy =..=

0

7) Dada la siguiente funcion de densidad:
. )
fxv(x,y):a(le 1sy=382=x=7 y%

H o Ootro (X, ) B
a) Calcular P(Y <2)
b) Calcular P(X > 3)
c) Calcular P(X >3 Y > 2)

Resolucion
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¥ Ladistribucién conjunta con la que vamos a
o =2 trabgar

1 Z 2 3 5 3 7
¥ a)
7 : 2401
ol xoy.7 77 P(Y <2) = [ e (x,y) ok dy =

T Wl;" ok dy =... =0,340278
12

1 z 2 g 5 ] 7
. b)
=D ix=3 _37_ Xy —X _
sf x=y-7 T PX>3)=] ok dy =... =0,722222
c : 13 13
1 z 2 g 5 ] 7 *
©)
| wwy.7 X273 P(X >30Y >2) = [ W1820b<oy=...:0,451389
5 : 2 3
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El siguiente material se encuentraen etapa de correccion y no debera
ser considerado una version final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandro D. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Version Actualizada al: 13 de mayo de 2004

Distribuciones marginales

Como vimos antes, cada componente de una variable aeatoria bidimensional es una
variable aeatoria unidimensional en si misma. Es decir, cada una de las dos
variables aleatorias que forman la variable a eatoria bidimensional es unavariable
aleatoria unidimensional comun 'y corriente. Entonces nos puede interesar conocer
la distribucién de una componente por separado, sin tener en cuentaalaotra
componente.

Eso se denomina"marginar”, y ladistribucion de la variable unidimensiona por
separado se llama"distribucion marginal™.

Distribuciones marginales de variables aleatorias
discretas

Sealavariable aleatoria bidimensional XY distribuida segin Pxv(X,y), ladistribucion

de X (también llamada distribucion margina de X) es:

P()= 2 By, (x.Y)
y:”” para cadavalor x de lavariable aleatoria X

Andogamente, ladistribucion de Y es:

P, ()= DBy (x.Y)
=T paracadavalor y de lavariable deatoriaY

Es decir, para cada valor posible de la variable a eatoria cuya distribucién se desea

hallar, se suman las probabilidades conjuntas de ese valor con cada uno de los

valores posibles de la otra variable.

Ejemplo 1
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Si ladistribucion conjuntaes:

Y

Px 20 30
w 1] 01 03
21 04 | 02

Vamos a hallar ladistribucion de X.
Primero enumeramos los valores posibles de X: 1; 2.
Y ahora para cada valor posible de X, aplicamos laformula.

P.M= 5P (Ly)=P, 120)+P, 13)=01+03=04

y:—OO
P.(2= i P, (2Y) =P, (220)+P,, (230)=04+02=06
s

Entonces obtuvimos;
04 x=110

Px(x)=H),6 x=2%
HO DotroxH

Ahorahalemosladistribucion de Y
Primero enumeramos |os valores posibles de Y: 20; 30.
Y ahora para cadavalor posible de X, aplicamos laférmula.

P, (20) = i P, (x,20) =P, (120)+P, (2,20) =01+0,4=05

P,(30)= 9 P, (x,30)=P,, (L30)*+P,, (230)=03+02=05

Entonces obtuvimos;
(05 y=200

PY(y)=%),5 y=30 E
HO DotroyH

Veamos |o que ocurre si en latabla que usamos para escribir la distribucion
conjunta, agregamos los totales por filay por columna:

Y

Px 20 | 30
w [ [1]01/03[04
2104102106

0,5 | 0,5

Observamos que en los margenes de la tabla no obtuvimos otra cosa que las
distribuciones marginalesde X y de Y. Esaeslarazon por lacual las distribuciones
de X eY por separado se denominan "marginales’.

Ejemplo 2
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Vamos a hallar rgpidamente las distribuciones de las variables X e Y, cuya
distribucion conjunta es la siguiente:

Y
Px 1 2 3 5
0 | 5/35| 335 | 2135 | 2/35
w |1 |2/35] 435|335 135
2 | 235 | 135 | 2135 | 2/35
3 | 135 | 135|235 2/35

Como hicimos antes, anotaremos en los méargenes de latabla los totales por filay
por columna:

Y
P 1 2 3 5
O| 535 | 335 | 2/35 | 2/35 | 12/35
X 1| 2/35 | 435 | 3/35 | 1/35 | 10/35
2| 235 | 135 | 2135 | 2/35 | 7/35
3| 3B | U3B | 2135 | 2/35 | 6/35
10/35| 9/35 | 9/35 | 7/35
12/36 x=0 0 [10/3% y=1 0
0/ x=1 - 9/ y=2 O
P(x)=07/3%6 x=20 P,(y)=09/35 y=310
6/%  x=3 1 271% y=5 1
H o OaroxH H o UOoroyH
Luego

Distribuciones marginales de variables aleatorias
continuas

Lamarginacion de variables continuas es andloga a la de las variables discretas,
pero puede acarrear algunas dificultades adicionales. Sealavariable aleatoria
bidimensional XY distribuida segun fxv(X,y), ladistribucién de X (también llamada
distribucién marginal de X) es:

0= [, 00y dy
s para cada region del dominio de X donde no cambien los

limites de integracion de fxv(x,y) con respectoa Y.

Andogamente, ladistribucion de Y es:

fo ()= [ 0 (6 y) o
s para cadaregion del dominio de'Y donde no cambien los
limites de integracion de fxv(X,y) con respecto a X.

Es importante tener en cuenta las distintas ramas de fxv(X,y).
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M étodo para obtener fx(x) apartir defx(X,y)

f00= [ 1, (xy) dy
Si bien la expresion - contiene toda lainformacién necesaria para
saber cOmo obtener fx(x) apartir de fxv(x,y) sin importar como seafxv(X,y), y la
resolucién de laintegral no tiene nada que ver con probabilidad y estadisticasino
gue constituye un tema de andlisis matematico, a veces puede tornarse complicado,
y convertirse en un verdadero impedimento matematico para quien intentatrabajar
con la estadistica.
Con temas similares se ofrece un método pararesolverlos, pero en este caso es
dificil establecer un método practico y detallado que permita resolver |os problemas
mecanicamente. Por eso para este tema se ofrece un método sintetizado y una
abundante cantidad de ejempl os.

M étodo:

1) Subdividir el dominio de X de formatal que en cada intervalo no cambien:

* Las ecuaciones que determinan los limites de integracion de fxv(X,y) respecto de
Y.

* Las ecuaciones que determinan la separacion de las ramas de fxv(X,y) (S |as hay).
,00= [ 1, (xy) dy

2) Para cadaintervalo, calcular ‘°° , teniendo en cuentaque s en
eseintervalo de X hay distintas ramas de fxv(x,y), laintegral serala sumade distintas
integrales.

3) Armar lafx(x) poniendo en cadaintervalo o calculado en el punto 2.

A continuacion presentamos 22 empl os resueltos de marginacion de variables.

Ejemplos 1, 2

¥
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H g<x<a 1<y<3
fo xy)=g - oY
=0) Ootro x, y

Mar ginacion de x:

Tenemos que subdividir el dominio dela X deformatal que dentro de cada
interval o no cambien las ecuaciones que determinan los limites de integracion
respecto de 'Y, ni las que separan ramas de fxv(X,y).

En estafxv(X,y) no hay multiples ramas, asi que paradividir en intervalos el dominio
de X, solamente tendremos en cuenta el comportamiento delaY en cadaintervalo:
Para-® <x <0, laY no aparece.

Para0<x<4,laY variaentrely 3.

Para4 < x <+% laY no aparece.

Entonces nos quedan 3 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con lo cual sabemos que ladensidad marginal dela X serdcero en
ellos).

Entonces aplicamos laférmulaa Unico intervalo relevante (0 < x < 4):

i 31 1
_waxv(x,y)dy—{Soly—4

L uego construimos la funcién de densidad de la X, que tendra solamente unarama
porque hubo un solo intervalo relevante:
_ /4 0<x<4
f.(x)=0
00 Uotrox

Marginacion dey:

En este caso lamarginacion de Y es muy similar alade X. Como no hay multiples
ramas, solo vamos a observar el comportamiento dela X alahora de tomar
intervalos paralaY. Procedemos:

Para-® <y <1, laX no aparece.

Paral<y <3, laX variaentreQy 4.

Para3 <y < +%, laX no aparece.

Entonces nos quedan 3 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con o cual sabemos que la densidad marginal dela’Y seracero en
elos).

Entonces aplicamos laformulaa unico intervalo relevante (1 <y < 3):

' rl 1

_J;fXY(x, y) dx {8 =

L uego construimos la funcién de densidad dela 'Y, que tendra solamente una rama

porque hubo un solo intervalo relevante:
[1/2 1<y<3

f =
) 00 UOotroy
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Ejemplos 3, 4
2-5?
Z
1.5 *
l ¥
o_5
o_5 1 1.5 z 2-5}:

Y
fo(oy) =g OTX207YEX
0

H Ootro x, y

Mar ginacion de x:

Como lafxv(X,y) tiene una solarama, vamos atener en cuenta solamente el
comportamiento de Y':

Para-®° <x <0, laY no aparece.

ParaO<x <2, laY variaentre0y x.

Para2 <x <+%, laY no aparece.

Entonces nos quedan 3 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con lo cual sabemos que ladensidad marginal dela X serdcero en
elos).

Entonces aplicamos Iaférmulaal unico intervalo relevante (O < x < 2):

If (xy)dyI ydy—

L uego construimos la funcién de densidad de la X, que tendra solamente unarama
porgue hubo un solo intervalo relevante:

g3xz 0<x<2
f.x=0g =~ %
EO O otro x

Marginacion dey:

Como lafxv(X,y) tiene una solarama, vamos atener en cuenta solamente e
comportamiento de X:

Para-® <y <0, laX no aparece.

Para0<y<2 laX variaentreyy 2.
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Para2 <y <+, |aX no aparece.

Entonces nos quedan 3 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con o cual sabemos que ladensidad marginal dela’Y seracero en
ellos).

Entonces aplicamos laformulaa unico intervalo relevante (0 <y < 2):

i _EXtyY . _4A+4y-3y?
jl=XY(x,y)dx—j4yo|><—y8y
—® y

L uego construimos la funcion de densidad dela 'Y, que tendra solamente una rama
porque hubo un solo intervalo relevante:

Ha+ 4y —3y?

f(y=0 g  O°Y?
0 Uotroy
Ejemplos5, 6
v
1.4
1.2
1 F=1
o.&
sl B
]|
0.4 D et
o_g
o_% 1 1.5 z Z 5:{
Xy
fw(x’y):ér% (x,y)HD
HO (xy)0OD

donde D es el que seveen € gréfico.

Mar ginacion de x:

Como lafxv(X,y) tiene una solarama, vamos atener en cuenta solamente €
comportamiento de Y':

Para-®° <x <0, laY no aparece.

ParaO0<x <1, laY variaentreQy x.

Paal<x <2 laY variaentreOy 1.

Para2 <x <+% laY no aparece.

Entonces nos quedan 4 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con o cual sabemos que ladensidad marginal dela X serdcero en
ellos).
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Entonces aplicamos laférmula alos interval os rel evantes:
*0<x<1

F _ 8y 4
gwmww,{7w —
*l<x<?2

ﬁwmwwéﬁ§w=?

L uego construimos la funcién de densidad de la X, que tendra 2 ramas porque
hubo dos interval os rel evantes:

3
Eﬁ? 0<x<1
ax 1<x<2

f,(9=07
0 Uotrox

(0 1 7 T

Marginacion dey:

Como lafxv(X,y) tiene una solarama, vamos a tener en cuenta solamente el
comportamiento de X:

Para-® <y <0, laX no aparece.

PaaO<y<1, laX variaentreyy 2.

Paral<y < +%, laX no aparece.

Entonces nos quedan 3 interval os, de los cuales 2 son triviales porque son
imposibles (con o cual sabemos que la densidad marginal dela’Y seracero en
elos).

Entonces aplicamos laférmulaa Unico intervalo relevante (0 <y < 1):

i _t8 _4

[t 06y b= [2) = y(a-y?)

— y

L uego construimos la funcién de densidad dela'Y, que tendra solamente unarama
porgue hubo un solo intervalo relevante:

(4-y*) O<y<1

=
(=077
H 0 Ootroy

Notemos que no siempre las funciones de densidad marginalesde X e Y tienen la
misma cantidad de ramas. En este gjemplo observamos que ladela X tiene 2
mientrasqueladelaY tiene solamente 1.

Ejemplos7, 8
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1.3
1.2

1
o.&
0.6 .Q:;:i-
0.4
0.z

S
0.5 Z.5

Supongamos que este es €l grafico de unafuncion de densidad conjuntade X e'Y,
con una sola rama cuya expresion es una determinada funcion a(x,y).

A partir de ahora no trabajaremos mas con distribuciones concretas sino que lo
haremos abstractamente para que no nos distraigan las cuentas.

Mar ginacion de x:

Para-® <x <0, laY no aparece.
Para0<x<1,laY variaentreOy x.
Paral<x<2laY variaentrex-1y 1

Para2 <x <+% laY no aparece.
Aplicamos laférmulaalosintervalos relevantes, y lafuncion de densidad marginal
de X nos queda:

a(x,y)dy 0<x<1
[]1

[

(S

f.(X)=0Ja(xy)dy 1<x<2

0 U otro x

DDD@

Marginacion dey:

Para-® <y <0, laX no aparece.

Para0<y <1, laX variaentre"y"y "y+1".

Paral<y < +%, laX no aparece.

Aplicamoslaformulaa intervalo relevante, y lafuncion de densidad margina de' Y

nos queda:

O

_Ula(x,y)dx 0<y<1
fY(y)_DJy'( y) y

0 Ootroy
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Ejemplos9, 10

i
G

5

apy)

Supongamos que este es el grafico de unafuncién de densidad conjuntade X eY,
con una sola rama cuya expresion es una determinada funcion a(x,y).

Mar ginacion de x:

5
< x<
* -0 <x<1:laY no aparece. J;a(x, y) dy 1<x<2

[
[l
X [l
*l<x<2laY variaentre2y 5. 5
* 2<x<3laY variaentre2y 3, f(x)= g'a(x,y)dy+fa(x, y)dy 2<x<3
y también entre 4y 5 X B , 4
*3<x<4laY vaiaentre2y 3 O Ia(x,y)dy 3<x<4
*4<x<+%:|laY no aparece. U 2
H 0 U otro x

Cuando enunintervalo dela X, laY hace més de una aparicion, se suman las
integral es correspondientes a cada a aparicion. Vemos en el ggemplo que en larama
2 <x < 3delafx(x), aparece lasumade las dos integrales correspondientes a las
dos aparicionesdelay.
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Marginacion dey:

* -0 <y <2 laX no aparece.
*2<y<3laXvariaentrely 4
*3<y<4: laXvariaentrely 2 £ (x)=
*4<y<b laX variaentrely 3
* 5<y<+%; |aX no aparece.

ax,y)dy 2<y<3

a(x,y)dy 3<y<4

a(x,y)dy 4<y<5

0 [ otro x

i e o e v Y o

A partir de ahora veremos gjemplos en los que la fxv(X,y) tiene més de unarama.

Ejemplos 11, 12

£.5
Z
1.5
Xy
1
10
o_5
1 £ 2 3 "
|:| *
0¥ 1<x<2,0<y<2
10
+
fXY(x,y)=SWy 2<x<3,0<y<2
0o Uotro x, y
E

Cuando lafuncion de densidad conjunta tiene méas de una rama, se procede como
veniamos haciendo hasta ahora, con ladiferencia de que en vez de estudiar las
aparicionesdela, estudiamos las apariciones de cada rama.

Llamemos paraeste gemplo rama"a"’ aladelaizquierday rama"b" aladela
derecha.

Mar ginacion de x:
*-0<x<1I
* laramaano aparece
* laramab no aparece
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*l<x<2

* laramaaapareceentreQy 2

* laramab no aparece
*2<x<3:

* laramaano aparece

* laramab apareceentreQy 2
* 3<X<+X;

* laramaano aparece

* laramab no aparece
Nos gquedaron 4 intervalos, pero €l primeroy € ultimo son triviales porgque en ellos
no aparece nada. Con los interval os relevantes procedemos como antes, pero ahora
teniendo cuidado porque €l integrando no siempre serd el mismo en todas las
integrales, sino que ahora dependera de la rama que haya aparecido.
Entonces:

°1<x<2

If (x,y) dy = Ixydy—

'2<x<3

If (x,y) dy = IX yoly—

x+1

Luego lafuncion de densidad margina de X es:

Df 1<x<2
f.(x)= @ 2<x<3
[ otro x

E

Marginacion dey:
*-o<y<(:
* laramaano aparece
* laramab no aparece
*0<y<2
* laramaaapareceentrely 2
* laramab apareceentre2y 3
*2<y<+%>;
* laramaano aparece

* laramab no aparece
El Unico intervalo no trivial es 0 <y < 2. Observamos que ademas en ese intervalo
hay mas de una aparicion. Como puede intuirse, o que se hace es sumar las
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correspondientes integrales.
Entonces, aplicando laformulaen 0 <y < 2 obtenemos:

+0 3 2 3 2 3y +
J o, oy =] £, (xy)ax =] f,, (x y)dx+ [, (x y)dx :jﬁ dx +jiy
J ) 4 ) /10 10

2
Luego lafuncion de densidad marginal deY es:

y+1l
fY(y)ﬁw 0sy=z
Ho UOotroy

Ejemplos 13, 14

¥
2.5

£

a(x,y) 1<x<2,0<y<2
fXY(x,y):H)(x,y) 3<x<4,0<y<2
H 0 Ootro x,y

Este caso es similar a anterior, por lo cual 1o haremos rgpidamente. Ademas, de
agui en adelante, trabajaremos con funciones de densidad genéricas (con letras)
para no hacer cuentas que nos distraigan del objetivo primario.

+
dx=yi1
4
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Mar ginacion de x:
-0 <x<]:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*l<x<2:

* laramaaapareceentre 0y 2

* laramab no aparece
*2<Xx<3:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
* 3<x<4:

* laramaano aparece

* laramab apareceentre Oy 2
*4< X< +2;

* laramaano aparece

* l[aramab no aparece

Serevueven las siguientes integrales:
2 2

Jaxy)dy ; [bix, y)dy

0 0

Y seobtiene:

ga(x, y)dy 1<x<2

%
f (%) =E{b(x,y)dy 3<x<4

g o0
[
H

U otro x

Marginacion dey:
*-0<y<(:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*0<y<2

* laramaaapareceentre 1y 2

* laramab apareceentre 3y 4
*2<y<+%;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

Se revueven las siguientes integrales:
2 4

Jatxyyax ;- Jio(x, y)

1 3

Y seobtiene:

f(y)= %a(x, y)ax+ [b(x, y)dx 0<y<2

0 Ootro y

Ejemplos 15, 16

>
2.5

Z
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fa(x,y) 0<x<2,x<y<2
f (XY =Xy 0<x<2,0<y<Xx
H 0 Uotro x,y

Mar ginacion de x:
*-00<x<O:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*0<x<2

* laramaaaparece entre Xy 2

* laramab aparece entre Oy X
*2<X<+®;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

Laintegral aresolver es:

[t oy =] £ o)y + [ 1 (x )l

[o(x, y)ay * [a(x, y)dy

Se obtiene;

f = @b(x, y)dy +fa(x y)dy 0<x<:
0 " U otro »

1 z 2

Marginacion dey:
*-0<y<(:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*0<y<2
* laramaaapareceentre O ey
* laramab apareceentreyy 2
*2<y<+>;
* laramaano aparece
* laramab no aparece

Laintegra aresolver es:

J £ (x y)dx =f o 06 y)AX* [ £ (%, y)dX

y 2

Ja(x, yyax + [ b(x, y)dx
0 y

Se obtiene:

[k 2
f (= ga(x, y)dx+_y[b(x, y)ax 0<y<:

0 Ootro y
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Ejemplos 17, 18

[a(x,y) y<x<y*l,0<y<2
f (Xy)= Hxx,y) y+tl<x<y+2,0<y<2
H 0 Ootro x, y

Marginacion de x:

.0 <x<( El resultado es:
* laramaano aparece B Jx’a(x, y)dy 0<x<1
* laramab no aparece D
*0<x<l x1
* laramaaaparece entre 0 y X Dja(x y)dy+_[b(x y)dy 1<x<2
* laramab no aparece f(X)= N
*1<x<2 mja(x y)dy+jb<x y)dy 2<x<3
* laramaaaparece entre Xx-1y X x-2
* laramab apareceentre Oy x-1 0 Ib(x, y)dy 3<x<4
*2<Xx<3: E 2
0 Uotro x

* laramaaapareceentre X-1y 2

* laramab aparece entre Xx-2'y X-1
*3<x<4

* laramaano aparece

* laramab aparece entre X-2y 2
*4< X<+

* laramaano aparece

* laramab no aparece
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Marginacion dey:
¢ 0 <y<O; El resultado es:

* laramaano aparece

[y+ y+2

* laramab no aparece _ %Ia(x’ y)dx + Ib(x, y)dx 0<y<2
*0<y<2 f (¥ = g 1

* laramaaaparece entre y e y+1 H 0 Uotroy

* laramab aparece entre

y+ley+2
*2<y<+%;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

o ay]

Z 2 3

1
Ejemplos 19, 20

B@<X<2’O<y<x
R<x<3,x~1<y<2

£ )‘%&x ) E?<x<3,x—2<y<x—1
w (%Y 0 & B<Xx<4,x—2<y<2
00 Oatro x,y

[

il

0
ax y)
0
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Marginacion de x:
* -0 <x<O0:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*0<x<2

* l[aramaaapareceentre Oy X

* laramab no aparece
*2<x<3:

* laramaaapareceentre X-1y 2

* laramab aparece entre X-2 y X-1
* 3<x<4

* laramaano aparece

* laramab apareceentre X-2y 2
*4<X<+%;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

El resultado es:

[] X

0 Jaxydy 0<x<2

0 ;

DZ x—1

= Hlaxy)dy+ [boixy)dy 2<x<3

fX (X) B -1 -2

E , X

] <y<

= XLb(x, y)dy 3<x<4

E 0 U otro x

Marginacion dey:
*-o<y<(:
* laramaano aparece
* laramab no aparece
*O<y<l
* laramaaapareceentreyy 2
* laramab aparece entre 2 e y+2
*1l<y<2
* laramaaapareceentrey ey+1
* laramab aparece entre
y+ley+2
*2<y<+®;
* laramaano aparece
* laramab no aparece

El resultado es:

[]2
[

y+2

a(x, y)dx + Ib(x, y)dx 0<y<1
2

]

+1 y+2

a(x, y)dx+ [b(x,y)dx 1<y<2

misn

f(¥) =

y*l

0 Ootroy

<

O

Ejemplos 21, 22
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T

2 '::_-}.
E.5 “i

.5 1 1.5 Z Z.5

u [D<x<2,0<y<x
[a(x y)

N
Q<X<3,l< y<X
f o (XY) =%)(x, y) 2<x<3,0<y<1
E 0 Oatro x, y

-

LA

b 2.5

Marginacion de x:
* -0 <x<O0:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*0<x<2

* laramaaapareceentre Oy X

* laramab no aparece
*2<Xx<3:

* laramaaapareceentre 1y X

* laramab apareceentre Oy 1
* 3<X<+®;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

El resultado es:

[] X
] Ja(x, y)dy

0
[
[

f (0= ga(x, D+ fbix ydy 2<x<3
|:| 0

0<x<2

[ otro x
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Marginacion dey:
*-0<y<(:

* laramaano aparece

* laramab no aparece
*O<y<l

* laramaaapareceentreyy 2

* laramab apareceentre 2 e 3
*l<y<3

* laramaaapareceentrey e 3

* laramab no aparece
*3<y<+®;

* laramaano aparece

* laramab no aparece

El resultado es:

f(¥) =

] 1 |||IIQ_|:|_Q

3
a(x, y)dx+ [b(x, y)dx 0<y<1
2

Ja(x, y)x

y

1<y<3

0 Ootroy

Nota acer ca del calculo de probabilidades

Como hemos dicho muchas veces en esta obra, si |0 que se desea es solamente
calcular probabilidades, por 1o general no es necesario hallar distribuciones.

V eamos un pegueiio gemplo:

Ky
3

*

1 for (XY)

1 £ b

3

X

Tenemoslasvariables X e Y cuyadistribucion conjuntaes:

fa(x,y) 0<x<4,0<y<x
f..(xy)=0
(% Y) 0o Ootro x, y

La probabilidad, por ggemplo, P(Y>2), es una probabilidad marginal (involucra
solamente alavariable Y). Por |o tanto, podemos marginar para encontrar la

funcién fv(y) y luego obtener:
P(Y>2)= [ £, (y)dy
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=

X

1 Z 3 3
Pero en realidad no hace falta calcular primero lafuncién marginal y luego integrarla,
porgue la probabilidad se puede hallar integrando directamente la funcion de
densidad conjunta:

P(Y>2)= [ £, (y)dy

En el grafico vemos que la masa de probabilidad sombreada en oscuro esla
probabilidad pedida. Para mas gjemplos de este tipo de calculo, ver los problemas
6y 7 delaseccion anterior.

Problemastipicos

L os ejemplos dados en esta seccién comprenden todos |os problemas tipicos que
estudiaremos.

Please register to remove this banner.
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Distribuciones condicionales

Ahoravamos atomar |o estudiado en el primer capitulo sobre probabilidad
condicional de sucesos, y o vamos a extender alas variables aeatorias. En
particular vamos a analizar cdmo el hecho de que conozcamos el valor que asumio
unavariable aeatoria a hacer € experimento modificaladistribucion de
probabilidad de otra variable cuyo resultado alin no conocemos.

En el capitulo | vimos que en general, s sabemos que un SUCESO ocurre, eso
modificalas probabilidades de los demas sucesos. Comencemos con un pequefio
gemplo:

Serealiza el experimento de tomar una persona al azar y medir su peso y su
altura. Se definen los siguientes sucesos:

Suceso A: La persona pesa mas de 60kg

Suceso B: La persona mide 1.90 m

En principio el suceso A puede ocurrir con probabilidad P(A). Pero si sabemos que
el suceso B ocurrio, entonces la probabilidad de que ocurra A serd seguramente
mayor, porque si se sabe que la persona mide 1.90 m, que pese mas de 60kg es
mas probable que si no conocemos la atura. De hecho P(A/B) sera un valor muy
cercano a1, porque es muy probable que una persona que sabemos que mide 1.90
m pese mas de 60kg. Hasta aqui nada nuevo.

Ahora supongamos que €l peso y la altura de la persona en realidad son variables
aleatorias. Laconclusion inmediata es que si conocemos €l valor que tomé una de
las variables a eatorias a hacer el experimento, eso nos modificaraladistribucion de
probabilidad de la otra variable aleatoria.

Tenemos la funcién de densidad conjunta de las dos variables a eatorias. Podemos,
S queremos, obtener la distribucion marginal del peso, es decir, ladistribucion dela
variable peso, que no tiene en cuentala atura. Pero si conociéramos que la variable
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alturatomé e valor 1.90m, ¢Ja distribucién marginal del peso que teniamos sigue
siendo vaida?

No. Seguramente, la masa de probabilidad del peso tendera a distribuirse méas hacia
los valores mas altos. Un grafico nos permitira visualizar lo planteado y entenderlo
més intuitivamente:

(kg

£y (32) £ (=)

T 20 40 B0 80 100 tkg) | | 20 40 B0 B0 100
Distribucion marginal delavariable peso, es  [Distribucion de la variable peso, sabiendo
decir, sin saber nada de la altura. gue lavariable aturatomé € vaor 1.90

Podemos repetir esto muchas veces para distintos valores de la altura, y
obtendriamos distintas distribuciones para €l peso. Esto nos lleva a pensar que
podemos encontrar una distribucion "genérica’ del peso en funcion de laaltura, es
decir, unafuncién de densidad para el peso en la cual también aparezcala variable
altura, y entonces para cada valor que tome la variable altura, tendremos una
funcion de densidad distinta para €l peso.

Esadistribucion del peso que es genérica porque ademas aparece la altura, y que se
transforma en una distribucion en particular a darle un valor alaatura, se denomina
distribucion condicional del peso dada la altura.

En breve haremos este gjemplo con cuentas y nimeros, pero antes enunciaremos la
formula que hemos de utilizar:

Distribucion condicional de X dado Y

Sean X, Y variables aeatorias continuas,

o=

fxv selee "funcidn de densidad condicional de X dado Y", y es unafuncion de
densidad de X, pero que es "genérica’ porque ademas depende de Y, y para cada
valor de Y, serdunadistribucion en concreto para X. Es decir, dado Y, tenemos
una distribucion para X. Dicho de otro modo, conociendo Y, tenemos una
distribucién para X.

Lafuncion de densidad condicional de X dado Y determina la correspondiente
distribucién condicional de probabilidades, es decir, nos dice como se distribuyen
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las probabilidades de los valores de X, una vez que se conoce el valor que ha
tomado Y.

Segun vemos en la férmula, 1a funcién de densidad condicional de X se obtiene
dividiendo lafuncion de densidad conjunta por la funcion de densidad marginal de
Y.

Notemos que esta formula es andloga ala formula que se dio en € capitulo | parala

probabilidad condicional: P(A/B) = P(ANB) / P(B).
Ejemplo 1

Ahora vamos a hacer € gjemplo del peso y la altura con cuentas. Por simplicidad,
vamos atrabajar con distribuciones muy sencillas, que seguramente no se gjustan
mucho alarealidad, pero nos permitiran visualizar |0s conceptos.

Llamemos X alavariable aleatoriapeso, e Y alavariable deatoria atura
Ladistribucion conjunta es.

¥ =3 =3 403

X

4 0<y<2 3y<x<3y+4
fr (X Y) =08 yoa YA
= Ootro x,y

donde Y esta expresada en metrosy X esta expresada en decenas de kg.

Antes de hacer cuentas, observemos que | as variables se condicionan mutuamente.
Por gemplo, s laaturaes 2 m, e peso necesariamente esta entre 60 y 100 kg (la
probabilidad es nulafuera de eseintervalo). Si € peso esde 80 kg, laatura
necesariamente debe estar entre 1,33 y 2m. Vemos que en principio, saber qué
resultado arroj6 una variable nos condiciona acerca de cuales son los valores
posibles de laotravariable. Por ggemplo en e grafico vemos que la variable peso
puedeir entre 0 y 100 kg (esto es, cuando no conocemos la altura). Pero si
conocemos que por giemplo laaturaes2 m, e peso yano puede variar entre 0y
100 kg, sino entre 60 y 100 kg.

Como en este gemplo conocemos la distribucion conjunta, podriamos, por
gjemplo, proceder como estudiamos en la seccion anterior, para encontrar las
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distribuciones marginales del pesoy laatura De esaformatendriamosfxy fv, las
distribuciones marginalesde X eY, es decir, las distribucionesde X y de Y que no
tienen en cuenta alaotravariable. O sea, las distribuciones que tenemos para X e Y
cuando no sabemos gqué valor tomo la otra variable. Pero en este caso nos interesa
estudiar como se distribuye X (el peso) si conocemos, es decir, si es dato, el valor
deY (altura).

Vamos a usar laformula que vimos antes:

fo i) = )

Para encontrar la distribucion condicional de X dado Y, vamos a necesitar la
conjuntade X eY, ylamarginal deY. Laconjuntade X eY esdato; lamargina de
Y laencontramos a partir de la conjunta segun se estudio en la seccion anterior:

£ (30)

0.5 1 1.5 Z

+00 3y+4
L= ax= [ ox=2
. .

lo cual vale paraé intervalo 0 <y < 2. Luego:

O<y<2

oy
f.(y)=p
Uotroy

Ahoravamos adividir la conjunta por lamarginal de'Y paraencontrar la condicional
de X dado Y. Recordemos que para dividir dos funciones partidas |o que se hace
es, ramaarama, dividir los valores, e intersectar los dominios. En este caso, (y/8) /
(y/2) = 1/4, y &l dominio donde esto es valido es lainterseccion de los dominios.
Dichainterseccién coincide con el dominio de la conjunta, y en dicho dominio x

variaentre 3y y 3y+4. En resumen queda:
0<y<2 3y<x<3yt4
Ootro x,y

H
f, (xy)=
=0

Esa eslafuncion de densidad condicional de X dado Y. En ella podemos poner
cualquier valor permitido de Y, y obtendremos la distribucion de probabilidades
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para X dado que conocemos el valor de Y. Por ggemplo, si en esa funcion ponemos
y = 1.8, obtendremos la distribucion del peso X de las personas que miden 1.80m.
Grafiquemos fxv(X,y) paradistintos valoresde Y':

Ey gt Ey gl Eypgled

O EE b — OB S foeee e — T2

H H
Z 4 & ] 10 z 4 & g 10 2 % & g 1a

y=150m | y=170m y=2m

Observamos que para distintos valores de la altura, 1as probabilidades de los
valores posibles del peso son distintas. En este caso vemos que a medida que la
altura aumenta, |a masa de probabilidades de |0s pesos se va corriendo hacialos
valores grandes.

V eamos ahora graficos de fxv (X,y) en 3 dimensiones:

Estos son los mismos cortes de antes Esta es la gréfica completa, sin hacer cortes.
(y=150,y =1.70, y = 20) En ella se aprecia plenamente lo que €
pero vistos en 3 dimensiones conocimientodelay lehacealaX.
3
1
6 x*
yz

Ejemplo 2
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X2
_ 0<y<l O0<x<
Ho Ootro x,y

Nuevamente la consigna es hallar ladistribucién de X dado Y. Como en &l g emplo
anterior, ladistribucion conjunta es dato, y debemos comenzar por hallar la marginal
deY:

1 y (5)(2
fY(y)=IfXY(x,y)dx=Iy2dx=2y

eso esvaido paraO <y <1, conlo cua lafuncion de densidad marginal dey es.

_[Ry 0O<y<1
R EO Ootro y
Ahoradividimos la conjunta por lamarginal de Y. Queda:
P
B 0<v<1l 0<x<
foy (0 y) =0y% y<l y
H0 Uotro x,y

Vemos que en la condicional que obtuvimos en este g emplo, adiferenciadela
anterior, laY no aparece solamente en e dominio de lafamiliade funcionesfxy sino
también en los valores.

A continuacion graficaremos fxy paraagunosvaloresde Y paravisualizar
nuevamente como el hecho de conocer € valor de Y afectaaladistribucion que
consideramos para X.

20

™
w

£y pwin) Ex ppl=)

Ex ppix)

Z5

Z0

15

10

5
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Por ultimo, observamos también el efecto en un gréfico tridimensional con los
cortes paray = 0.55, 0.7, 0.85, 1.

Célculo de probabilidades

Como siempre aclaramos, para calcular probabilidades en general no es necesario
hallar distribuciones. En este caso, diremos que para calcular probabilidades
condicionales de variables aleatorias no hace falta encontrar |as correspondientes
distribuciones condicionales.

Cuando la condicion es una inecuacion

Supongamos que con los datos del jemplo 2 nos piden calcular:

1
PEX g 2 E La condicion es unainecuacion. Esto se resuelve facilmente mediante
E v > 3% probabilidad condicional y calculando como se estudio al principio
4

de este capitulo:

B<>} H P§<>; n Y>j§ .[Ifxv(xly)dXdy
2 — 3/41/2
PLI Y>3D: B{>3H ke
E 4 PD 400 J.Ifxy(XJ)dXdy

3/40

Cuando la condicién es unaigualdad

<05
=08
La condicion es unaigualdad. En este caso tampoco es necesario hallar la
distribucién condicional para calcular 1a probabilidad, pero veremos como usarlasi
la tenemos.
Estudiaremos 3 formas de llegar a resultado:

Su&ongamos queyon los datos del ggemplo 2 nos piden:
P

1) Hallando la distribucién condicional y usandola:
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PG< < O.% _ 0.8): fow:o‘s(x) dx

Habiamos hallado la distribucion condicional en laresolucion del g emplo:

X2
_ 0<y<1 0<x<
fey (X y) =0y v d
Ho Ootro x,y

L uego fxv-0s(X) Se obtiene evaluando la condicional genéricaen Y =0.8. Obtenemos:

NG
_ 0<x<0.8
fX/Y=O.8 (x) = [(b.512

0 Uotro x
Luego € resultado es:

05 2
X x=0.244
0512

0

2) Si no tenemos la distribucion condicional, no hace falta calcularla. Podemos
ecribir:

0.5 B 0.5 _ 0.5 fxy (X,08)
P€< < o.% _ O_} { £ ogg (9 OX= {fx,Y(x,O.S) dx = J;fY(O-S) dx

Es decir, lafuncion de densidad condicional evaluada en 0.8 no es otra cosa que el
cociente entre lafuncién de densidad conjuntay lamargina de Y, evaluado en 0.8.
L uego, como el denominador del integrando no depende de X, |0 podemos sacar de
laintegral.
L Tt (x08) dx
f,(08) J 1, (x08

0
Y asumiendo que tampoco tenemos lamargina de Y, la podemos expresar también
como unaintegral:

f,08)=f,(y) , =] f, (xy) ﬁ = [, (x08) dx

y=0.8

Y entonces dejamos el problema expresado como dos simplesintegrales de la
funcién de densidad conjunta:

05
| £, (x08) dx
PQ < O.% _ 0.8): . . — 0.3906 =0.244

0

08 16
J 1, (x08) dx

0

Puede pensarse gque esta forma de resolverlo no aporta nada, y que eslo mismo que
laanterior excepto que en laanterior se hacen las integrales primero, y en esta se
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hacen |as integrales después. Sin embargo, esa aparente equivalenciade los
problemas se debe a que las funciones usadas en € gemplo son muy simples. Para
funciones con muchas ramas y/o dificiles de integrar, la segunda formatiene la
ventgja de que hay que integrar solamente la parte del dominio que resulta Util. En
cambio, para halar las distribuciones, hay que integrar todo e dominio, y en genera
Se usa mas tiempo para dgjar bien construidas las funciones.

3) Como unaterceraforma, podemos apelar a hecho de que la probabilidad
condicional es el cociente entre la masa de probabilidad que resulta "favorable’, y la
masa de probabilidad total. Pensando en eso, nos podemos "sumergir” en el
universo en e cua Y=0.8, con lo cua se pierde unadimension, y e dominio nos
gueda en un segmento de recta como vemos en el grafico:

by

1

Hxl' K<08

0 0.5 0.5

0.5 1

Luego la probabilidad de que X < 0.5 en ese universo, es la proporcién entre la
masa de probabilidad acumuladaen el segmento de0<x < 0.5y lamasade
prgbabilidad acumulada en €l segmento de 0 <x < 0.8. Es decir:

P <O'% = 1 P_.(X<05) = Rrmos(0 X =09
=08" "v=os P_ (0<X<08)

Y=0.8
Si nos movemos en larecta’Y = 0.8, sabemos que fxv(x,y) vale sempre fxv(x,0.8).
Luego, Ilegamos al mismo resultado que en laresolucion anterior:
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oEfxv( 0.8) dx
PG(<O'%=O.8L§8 X

J 1, (x08) dx

0

Digtribuciones condicionales con variables discretas

Sean X, Y variables d eatorias discretas,

Py (%Y) :ng(();;/)

Pxy se lee "funcién de probabilidad condicional de X dado Y", y es unafuncién de
probabilidad de X, pero que es "genérica’ porque ademas depende de Y, y para
cadavalor de Y, sera unadistribucion en concreto para X.

Lafuncion de probabilidad condicional de X dado Y determinala correspondiente
distribucion condicional de probabilidades, es decir, nos dice como se distribuyen
las probabilidades de los valores de X, una vez que se conoce € valor que ha
tomado Y.

Segun vemos en laformula, lafuncion de probabilidad condicional de X se obtiene
dividiendo lafuncion de probabilidad conjunta por lafuncion de probabilidad
margina de Y. Notemos nuevamente que esta formula es andloga alaformula que

sedio en el capitulo | parala probabilidad condiciona: P(A/B) = P(ANB) / P(B).
Ejemplo 3

Setienen las variables deatorias discretas X e Y, cuyadistribucion conjunta es:

Y

Pv | O 2 4
1 {025]|005| 03
2 |015| 01 | 015

Vamos acalcular Pxv(X,y). Como podemos apreciar en laférmula, vamos a

necesitar la distribucion marginal de Y. Le agregamos |las distribuciones marginales

alatabla

X

Y
Pel 0] 2] 4"
1 {025|005| 03 | 0.6
2 015 01 |015| 04

Py 0.4 |0.15|0.45

Es decir, obtuvimos que las distribuciones marginales son:

X
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%).4 y=0
(06 x=1 15 =2
g =0 > 7
P (X)=[04 x=2 45 y=4
Ho DOotrox Ho UOoatroy

Vamos a encontrar Px~(X,y) de dos maneras.

1) Usando laformula.

Laformula nos dice que paracadax y caday, la probabilidad de que X = x dado
que Y =y se obtiene como & cociente de la conjuntaevaluadaen (x,y) y lamargina
deY evaluadaeny. Esdecir, cada probabilidad de la posicién (x,y) de latablavale

Pxv (X,Y)/Pv(Y):

Y

Py 0 2 4
1 | 0.25/0.4 | 0.05/0.15| 0.3/0.45
2 | 01504 | 0.1/0.15 | 0.15/0.45

Haciendo las cuentas.

Y

Pw| O 2 4
1 | 58| 13| 23
2 | 38| 23| 13

Llegamos al resultado facil y rapidamente. También podemos expresar € resultado

mediante alguna notacion con llaves, como por gjemplo alguna de estas dos:

X

X

[5/8 x=10 [(b/8 x=1 0O y=0
%3/8 Xzz%/:() %3/8 x=2 0 y=0
/3 x=10 51/3 x=1 0 y=2
_ =9 _ _ _
PX/Y(X’y)_I:le X:29/ Px/y(xry) gls X 2 5 y 2
% x=1 =4 i -
[1/3 XZZ%/ [(1/3 x=2 0O y=4
H 0 Ootrox %O Ootro x

L as tres formas dadas de expresar € resultado son igualmente validas.

2) Pensando en el significado de las distribuciones condicionales.

Notemos que tenemos 3 valores posibles para Y. Entonces tendremos 3
distribuciones condicionales para X: unaparael caso Y =0, otraparael caso Y =
2,y laotraparael caso Y = 4.

Primero hallaremos la distribucion de X paraY = 0, es decir, lafuncion Pxy-o. Esa
funcion daraun cierto valor parax = 1 (la probabilidad de que x = 1 dado quey =
0), un cierto valor parax = 2 (la probabilidad de que x = 2 dado quey = 0) y cero
paratodo otro x. Con la probabilidad condicional calculamos:
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=1 P(X=1nY=0) _025_5
Pe( /FO P(Y =0) 04 8

=5 | P(X=2nY=0)_015_3
PG( ﬁ=0 P(Y =0) 04 8

Ahora ya podemos escribir la distribuci én deX dadoqueY =1:

EP& :%:13 % x=1
(x) = EP /Q: X=2 EB X=2
0

X/Y =1

I

E 0 [l otro x [] otro X

RN

Esto concuerda con los resultados hallados utilizando laformula.

De manera analoga podemos encontrar las otras dos distribuciones condicionales
para X, Yy luego juntar las tres distribuciones y expresarlas de alguna de las maneras
Indicadas anteriormente (con latabla o con las|laves).

Célculo de probabilidades

Como dijimos paralas variables continuas, para calcular probabilidades
condicionales se pueden construir las distribuciones condicionales y luego usarlas
para encontrar las probabilidades, o directamente encontrar |as probabilidades.
Con los datos del gjemplo 3, calcularemos algunas probabilidades.

Cuando las calculamos directamente, el problema se reduce a simplemente plantear
la probabilidad condicional y evaluar |as probabilidades conjuntas y marginales
saténdolas di ictamente de lafuncién de probabilidad conjunta:

| P(X=1NnY>0) _ 0.05+0.3 _035_7

>0 P(Y >0) 006+03+01+015 06 12
olc=1, ) PX=1nY=2_ 005 _005_1
/<( 2 PY=2) 005+01 015 3

Si contamos con la distribucién condicional de X dado Y, esta Ultima probabilidad
es directamente Pxv(1,2) = 1/3.

Un célculo ligeramente méas complicado (en realidad esigua a primero, pero

enunciado en formamas dificil):
P(X=1n(Y=20Y=4) _P(X=1nY=2)+P(X=1nY =4)

N ayeat
W-ZDY-4 PY=20Y =4 P(Y =2) +P(Y = 4)
_ 005+03 _035_7
015+045 06 12
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Distribuciones con parametrosy distribuciones condicionales

Dediguemos unos momentos a observar la siguiente distribucion:
+ o0<x<a

[

0 Uotro x

Podemos advertir que para cualquier valor positivo de "a", esa expresion determina
unadistribucion para X. Entonces en rigor 1o que tenemos no es una distribucion,
sino una familia de distribuciones. En la practica decimos que es una"distribucion
con parametro a'.

L (X) =

Un pardmetro de una distribucion es un nimero que aparece en la distribucion, y
que a tomar cada uno de sus distintos val ores permitidos determina una
distribucion distinta para X de entre las pertenecientes alafamilia

Asignandole valores al pardametro podemos obtener distintas distribuciones. Por
gemplo:

A gey< _H o<x<s
f=0p 90X f(0=0
Ootro x B Ootro x

etc.

Dicho de otro modo, dado un valor del pardmetro, obtenemos una distribucion
paraX.

Esto nos hace pensar que en €l caso general, €l parametro "a" podria ser a su vez
unavariable aleatoria, con su propiadistribucion.

Si consideramos a"a" una variable aleatoria, debemos modificar algo en lo que
escribimos originamente. Teniamos:

El 0<x<a
(R
0 Ootro x

Pero s "a' esunavariable aeatoria en vez de una constante, entonces e miembro
derecho de la ecuacion no es fx(x) sino fxa(x,a).

Esdecir, s "a" esunavariable aleatoria, la expresion que aparece en lallave, s bien
distribuye alavariable aleatoria X, no es una distribucion marginal, porque aparece
en ella otra variable aeatoria. Deberiamos escribir:

f ()=

_El O0<x<a
fX/A(X)_EE
U otro x

Esto nos dice que, dado un valor delavariable aleatoria A, tenemos una
distribucién paralavariable aleatoria X.
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En conclusion, cuando es correcto escribir fx y cuando es correcto fxa esuna
cuestion subjetiva, porgque depende de si estamos considerando a A unavariable
aleatoria 0 una constante.

Ejemplo 4

Con los datos del g emplo, supongamos ademas gque lavariable aleatoria A tiene la
siguiente distribucion:

£z, 0a)
0.E5
-
0.15
0.1

0.os

Vemos que este dato es compatible con lo anterior, porgue la distribucién que
teniamos para X requeriaque el pardmetro "a" (que ahoralo consideramos un valor
dado de A) fuera un nimero real positivo. Con el nuevo dato que estamos dando,
todo valor posible de"a" es un nimero real positivo.

Lafuncion fxa nos dice como se distribuye la variable X cuando conocemos el
valor que arroj6 lavariable A. ¢Pero gué ocurre si no sabemos qué valor arrojé la
variable A, y lo Unico que tenemos de ella es su distribucion? ¢Podemos saber
igualmente como se distribuye X ? ¢Podemos saber como se distribuye X,
abstrayéndonos del valor que arroje A, y teniendo en cuenta su distribucion en vez
de su valor arrojado que no conocemos?

Respuesta: Si. Esa distribucion que buscamos no es otra cosa que la distribucion
marginal de X. Eso es muy importante conceptual mente, y se recomienda que esté
muy claro antes de continuar.

Procedamos entonces a calcular la distribucién margina de X. Por definicion:
f,(0=[f,(xad

Vemos que vamos a necesitar fxa(x,a), es decir lafuncién de densidad conjunta de
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XYyA.
Por definicion de distribucion condiciona
fo(xay= a3
XA ' fA(a)
L uego:
l,ll;ll|lul'\
_1ae? 2%
faloa) =Jae” 74
b4

L

fXA(X’a) = fX/A(X’a) fA(a) -

E1ae‘a a>0,0<x<a
i)

H o Ootro x, a

Y ahora marginamos para encontrar fx(x) que eslo que buscamos:

f,00=]f,(xa)da= j; 2 da =;e‘x(x+l)

Y esovaleend intervalo 0 < x < %@, Luego ladistribucién marginal de X es:

Ey =]
0.5

2 4 B & 10
f(x)= %e‘x(xﬂ) x>0
H o X<0

¢Es coherente € resultado obtenido?


http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

* Mirando fxa, vemos que, dado un a, ladistribucion de X esno nulaentreOy a.
Ademas en eseinterval o es constante, es decir que la probabilidad de X no tienea
amontonarse hacia ninguna parte del intervalo (0,a).

* Mirando fa, vemos que a puede ser un valor positivo, y que la probabilidad se va
haciendo mas chica a medida que a se hace més grande.

* Entonces es coherente que fx sea una funcién decreciente, porque X estd acotada
por A, y como la probabilidad de que A sea grande se va haciendo cada vez mas
chica, la probabilidad de que X sea grande se va haciendo cada vez més chica.

Casl todas las distribuciones que estudiaremos a partir del proximo capitulo tienen
pardmetros, que a veces consideraremos constantes (con o cual la distribucion de
lavariable sera considerada marginal) y a veces las consideraremos a su vez
variables aleatorias (con lo cua ladistribucion de lavariable serd condicional).

Problemastipicos

1) Setienen lasvariables aleatorias discretas X e 'Y, cuya distribucion
conjunta es.

Y
Pxv 0 1 2 3

1 0.02 0.05 0.03 0.06
2 0.10 0.03 0.07 0.04
4 0.02 0.08 0.04 0.15
8 0.09 0.11 0.06 0.05
a) Hallelas distribuciones condicionales Pyy Y Pyx.

b) CalculeP(X =4 /Y >1)
c) CalculeP(X =2/Y =3)
d) CalculeP(X >2/Y =2)
e) Si se sabe que en un determinado experimento Y arroj6 el valor 0, ¢cémo
se distribuyen las probabilidades de X?

Resolucion

a) Procederemosigual que en el ggemplo 3. Comenzamos por encontrar las
distribuciones marginalesde X e Y. Las podemos anotar en |os margenes de latabla
de la conjunta, o bien aparte:

016 x=1 023 y=0
24 X=2 27 y=1
P.(0)=[02 x=4 P(y)=020 y=2
D31 x=8 030 y=3

Ho UOotrox H0 Ootroy

Ahora encontramos las condicionales:
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Y
P 0 1 2 3
X 1 2/23 527 3/20 6/30
2 | 10/23 | 3/27 7/20 4/30
4 2/23 8127 4/20 | 15/30
8 923 | 1127 | 6/20 5/30
Y
Py 0 1 2 3
X 1 2/16 5/16 3/16 6/16
2 | 10/24 | 3/24 724 | 424
4 2/29 8/29 4/29 | 15/29
8 931 | 11/31 | 6/31 5/31

b) Usando probabilidad condiciona y sacando los valores directamente de la
funcion de probabilidad conjuntay de la distribucion marginal de'Y (o seasin usar
Ias&ondici onges):

= P(X=4nY>1) _004+015_0.19 _19
P % e = =—"=

P(Y >1) 0.5 05 50
C) é)(&ando Iaciistri bucién condicional de X dado Y':
=2
P /§ =1

_ _4
- PX/Y=3 (2= I:)x (23 = 30

1Y

Sinusar la distribucion condicional:
&:% }P(X=20Y=3):0.04: 4

= -
P(Y =3) 030 0

d) Usando Iacistribuci on condicional de X dado Y:
_ _4 .6 _
P >/§ e P ey (®D*TP, ., =P, (42 *P,, (82 = 5 +TO =

Si%(u&a\r Iadigji_bucic')n condicional:
P(X>2nY=2) _004+006_1

>2 = - =

P ﬁ=2 -

P(Y =2) 0.2 2
e) Nos estan pidiendo Px dado que Y = 0, es decir, Pxy-o.
Si yatenemos Pxy, Pxv-0 €s unasimple columna de PX/Y (lacolumnaen lacual
Y=0).
Entonces copiamos |os valores literalmente de Px~ y escribimos:

1
2
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[2/23 x=1

0/23 x=2

P y=(X) = D2/23 X=4
D9/23 X=8

H 0 Uotrox

Si no tuviéramos Pxy, podemos usar probabilidad condicional para calcular uno por
uno los cuatro valores, tomando |os datos necesarios de la funcion de probabilidad
conjunta. Por gjemplo Pxy-o(1) se obti ene asi:

E( | P(X=1nY=0) _ _2

P(Y =0) 023 23

2) Setienen lasvariables aleatorias continuas X e Y, cuya distribucién
conjunta es.
E 40 2 <x2 y<—-x+6.v>1
fw(X1Y)=Er&7W y Y Y
H o0 Ootro x, y
a) Halle las distribuciones condicionales fyy y fyx.
b) CalculeP(X <3 /Y >2)
c) CalculeP(X >3/Y =2)
d) Si se sabe que en un determinado experimento Y arrojo6 €l valor 3, ¢cOmo
sedistribuyen las probabilidades de X?
e) Calcule P(Y <2 / X = 1.5)
f) Calcule P(Y <2 / X =3)
g) CalculeP(Y <2 /| X =2)

Resolucion
a) Comencemos por graficar lafuncion de densidad conjunta para orientarnos.

Para hallar las dos distribuciones condicionales, vamos a usar |as distribuciones
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Distribucién marginal de X:
L 00= [ 1, (xy)dy

2

r 40 2 e 40 6 —
e
paal<x<2: *!
6—-X 40 ) _ 40 s
seg7 Y VT g X(670° 7D
paa2<x<5: *
L uego:
0 40 _, .,
_ X(x*—1 1<x<2
0 7677 ™
fL(x)= %ﬂx«a X)?-1) 2<x<5
U
0 0 Uotro x
E
Distribucién margina deY':
20
+
fL ()= If (x y) d= f2637 o= 2 gy 13y + %)
L uego:

52 ye(y2-13y+3) 1<y<4
fY(y)zmﬁy(y y*t36) 1<y
H 0 Ootro y

Ahoravamos a hallar |as condicionaes. Distribucion condiciona de X dado Y':
(xy) = v V)
X/Y Y(y)

Cociente de los valores:

40 %2
2637 _ 2X

0 52 y? ~13y+36
e -13y+36
637 ye(y y +36)

. ] ] ] \/7 <x<6 y
Analizamos entre qué y qué varia X:
Luego lafuncién de densidad condicional de X dado Y que buscdbamos es:
2X
_ <X<6-
f)(/\((xiy)_ljy2 _13y+36 \/y y
0 Ootro x, y
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En & gréfico tridimensional vemos cortes de fxv(x,y) paray =1, 2, 3, 3.9

Distribucion condicional de'Y dado X:
= (X Y)
f, (xy=_x"""
Y/ X ( y) fx (X)
Como fx(x) es partida, e cociente entre ellay la conjunta quedara partido. Luego la

condicional nos va a quedar partida.
Paral < x < 2, el cociente de los valores es.

40 o

2637 3y?

6 —

A0 X(x® —1) x*~1
7911

Y tenemosque 1 <y < x?
Para2 < x <5, € cociente de los valores es:

40 2
2637 - 3y
® x@-%r-y €701

7911

Y tenemosque 1 <y < 6-x
Luego lafuncién de densidad condicional de 'Y dado X que buscabamos es:
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0 2
0 Czy 1<x<21<y<x?
x°—1
f (x,y)=|:|i 2<x<51<y<6—X
vIx {6-x)°-1
O O Ootro x, y

H

b) Se obtiene aplicando probabilidad condiciona e integrando directamente la
funcion de densidad conjuntay la margi na de:

p6<<3 )-P(X<30Y>2) J’12637)(yOly +”%37Xydy
N>z P(Y=>2)

f D \2(y> -13y+36) dy
) 2637

¢) Yaque tenemos la distribucién condicional de X dado Y, podemos aprovecharla:
+oo 4
>3, )k (X ge=1
ﬁ —5 {fmzz(x) dx {7 =

Si no tenemos la distribucién condicional no hace falta que la hallemos. Podemos
calcular Iaprobabilidad pedidacomo lo hicimos en el gemplo:

160x

- £160x . 2
If (x.2) ox I2637

Please register to remove this banner.

d) Lo que se pide no es otra cosa que fxv=:(Xx). Como tenemos fx~(X,y), larespuesta
es directamente fxv(x,3), es decir:

J3<x<3

fen (X Y) =
Y 0 Ootrox,y
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Si no tenemos fxv (X,y), hacemos directamente:
(x3) = (X3 f (X3
X/Y f (3)

y obtenemos el mismo resultado.

e) S X =15, valelaprimeraramadefwx L uego:

PQ<A =15 IfY/X‘ls(y)dy J'192 Zdy_

También se puede cal cular sin tener Ia distribucién condicional:

Ifa5ww

PQ %( 15)_152 _;il

Jt,@5y)dy

f)Si X =3, vaIeIa%gundaramadefwx Luego

PQ<2)(— _va/x—s(y)dy I y dy_

También se puede calcular sin tener ladistribucién condicional:
2

PQ?&q}gu@ww:7

1, @y dy

26

g) En este caso puede caber la duda de cudl ramade fvx vale. Veamos,

Nuestro dato original eralaconjuntafxy. Enlaconjunta, la expresion que determina
los valores de densidad no sufre ningiin cambio en X = 2. Solamente €l dominio
cambia, y ademas ese cambio es continuo; es decir, no hay saltos de discontinuidad
ni en el valor delafuncién ni en e dominio. Eso nosllevaalaconclusién de que
para X = 2, las dos ramas de la distribucion condicional tienen necesariamente que
coincidir. Es como tomarle limite por izquierday por derecha a unafuncion
continua.

Mas ain, s miramos la condicional fvx, y ponemos x = 2, veremos que las dos
ramas dan el mismo valor, con lo cual se comprueba lo que suponiamos.

Entonces tenemos 3 formas de llegar al resultado. Mediante la primeraramade la
condicional, mediante la segunda rama de la condicional, e integrando directamente
la conjunta sin usar las condicionales. L égicamente, de las 3 maneras se obtiene €
mismo resultado.

3) Tenemos un cafo de 1m delongitud. En un extremo tiene marcado el
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cero, y en el otro extremo tiene marcado el uno. Se corta el tubo en una
posicion x al azar, y se conserva la parte quetiene el cero, descartandose €l
resto. Luego se vuelve a cortar el tubo en una posicion y al azar, se conserva
la parte quetiene el ceroy se descarta el resto. Se pide:

a) Determinar como se distribuye la longitud final del tubo.

b) Dada la longitud final del tubo, ¢cémo se distribuye la posicion del primer
corte?

Resolucion
X esun punto al azar entre 0y 1, sin ninguna preferencia. Luego la distribucion de
X tiene que ser no nulaentre 0y 1y ademés ser constante porque no hay
preferencia por ningun valor. Para que sea constante entre Oy 1y que laintegral
cierreal, debevaler 1. Luego:

f.(X)= %L O<x=1

X [0 Ootrox

Nos quedd un tubo que mide X. El nuevo corte es en un punto al azar entre 0y X.
Si esepuntoesY, Y debe tener probabilidad no nulaentre 0y X y ser constante
(unavez fijado € X). Paraque cierrea 1 laintegral, la densidad debe ser 1/X. Luego
ladensidad de Y es 1/X paral <y < X, pero esa densidad es condicional porque X
es unavariable aleatoria. Lo que queremos decir es.

O<y<Xx

Ootroy

un
fx (0 9) = B

En el resto del problema no hay mayores complicaciones. Nos piden fv. La
podemos obtener marginando la conjunta, que a su vez podemos obtener
multiplicando fx y fvix.

0<y<x0<x<1

Ootrox, y

mn
for (69 = £, (6 9) £,(0 = Ex

_r _r1 . _
L= [ (xy) =] ax==in(y)
—® y
_Fin(y) O0<y<1
f,(y)=0
0 0 Uotroy
Ademés nos piden fxy. La podemos obtener dividiendo fxv por fv.

fo (XY) :H_l y<x<1

o) = gy = By

4) Setiran dos monedasy sellama X ala cantidad de caras que salen. L uego
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Setiran X monedas, y sellama Y ala cantidad de caras que salen. Se pide:
a) Determinar ladistribucion de.

b) Conociendo la cantidad de caras que salieron en la segunda tirada, ¢como
se distribuye la cantidad de caras que salieron en la primera tirada?

Resolucion
L os datos son:
(1 _
B x=0
_ g Xx=1
P.(¥) =
[h _
1 XxX=2
% U otro x
Y
Py 0 1 2
Xl 0 1 0 0
1 1/2 1/2 0
2 1/4 1/2 1/4

Nos piden Py. La podemos obtener marginando la conjunta, que a su vez podemos
obtener multiplicando Px y Pvix.
Obtenemos Pxv de esaforma

Y
Pxy 0 1 2
Xl O 1.1/4 | 0.1/4 | 0.1/4
1 1212|1212 01/2
| 2 | VAVA| 1214 | 1UALA
Hacemos las cuentas.
Y
Pxy 0 1 2
Xl O 1/4 0 0
1 V4 | 1/4 0
| 2 | V16| 18 | 116
Marginamosy obtenemos Py:
(19 -0
%E y
Ry=0s Y7
1 =5
Ql—6 y
10 Uotroy

Ademés nos piden Pxy. La podemos obtener dividiendo Pxv por Py.
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Y
Py 0 1 2
X| O | 1/4/916 | 0/6/16 0/1/16
1 | 1/4/9/16 | 1/4/6/16 | 0/ 1/16
| 2 |U16/9/16| 1/8/6/16 | 1/16/1/16
Hacemos |as cuentas:
Y
Py 0 1 2
X O 4/9 0 0
1 49 | 4/6 0
] 2 19 | 2/6 1

B

Please register to remove this banner.
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|ndependencia de variables aleatorias

En el capitulo 1 se estudio el concepto de independencia de sucesos. Se establecio
gue dos sucesos son estadisticamente independientes si el conocimiento de que
ocurrio uno de ellos no afectala probabilidad de que el otro ocurra.

Si quisiéramos generalizar ese concepto alas variables aeatorias, tendriamos que
decir que dos variables aleatorias son estadisticamente independientes si €
conocimiento del valor que arrojé unade ellas no afectala distribucion de
probabilidades de los valores que puede arrojar la otra.

Pensandol o, eso es |o mismo que decir que X e Y son independientes si fxv(X,y) s
idéntica paratodos los posibles valores de y.

Y endo un paso mas alla, eso es o mismo que decir que fxv(X,y) no depende dey.
El siguiente paso es darse cuenta de que s fxv(X,y) no depende de y, entonces es en
redidad fx(x), es decir, ladistribucién marginal de X, porque recordemos que
hablar de distribucién condicional de X tiene sentido solamente cuando en una
funcidn de densidad de X aparece alguna otra variable aleatoria.

Otraforma de pensarlo es que si fxv(X,y) esladistribucion de X sabiendo €l valor
quearroj0 Y, y fx(x) esladistribucion de X cuando no se sabe qué valor arrojo Y,
y €l conocimiento de losvaloresde Y no afectaladistribucion de X, entonces
necesariamente fxv (X,y) debe ser igual afx(x), porque s Y no afectaa X, entonces a
lahorade distribuir X dalo mismo si conocemos el valor deY quesi nolo
CONOCEMOS.

Llegamos entonces ala conclusiéon de que X e Y son independientes si fxv (X,y) = fx
(X).

Si reemplazamos en esa ecuacion fxy (X,y) por fxv(X,y) / fv(y), legamosala
expresion equivaente fxv(X,y) = fx(X) . fv(y)

Demos entonces la definicion de independencia estadistica de variables a eatorias:
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Para X, Y variables aleatorias continuas: | Para X, Y variables aleatorias discr etas:

X eY son estadisticamente independientes
<=>
fxv (X,y) = fx(X)
<=>
fvx(X,y) = Tv(y)
<=>
fxr (X,y) = Tx(X) . fv(y)

X eY son estadisticamente independientes
<=>
Pxrv (X,y) = Px(X)
<=>
Pvx(X,y) = Pv(y)
<=>
PXY(X,y) = PX(X) . PY(y)

| ndependencia estadistica de variables aleator ias continuas

Generamente €l dato es la distribucién conjunta fxy(X,y). Podemos marginarla para
encontrar fx(x) y fv(y), y luego multiplicar estas Ultimas para ver s obtenemos de
vueltalamismafx(x,y). En caso afirmativo, X e Y son independientes, y en caso

negativo, no son independientes.

Ejemploi

fw(x,y)=ér§(x_y) 0<x<20<y<x
H o0 Ootro x, y

Marginamos:

fx<x,y)=fov(x,y>dy=fj(x—y)dy=§x2

lo cual valeparaO<x < 2.

£, (xy)= If (xy)dx—f (x—y) dy = (iyZ-yﬂ)

lo cual vale para0 <y < 2. Tenemos entonces:
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EB 2 <y< EBE 2= +1H O<y<2
f(x)= x> 0<x<2 £ (y)= y-Ty g y
E 0 Ootrox E 0 Ootroy

Multiplicandolas se obtiene que € valor es:

3 23 2 — 9 2 2 —
8" 2%3, y+1§:16)(%y y+1@

Y el dominioesO<x<2N0<y<2
Se ve claramente que ni los valores ni e dominio coinciden con los de lafuncion
conjuntaorigina. Luego, X e Y no son independientes,

Ejemplo 2

El 2 0<x<4.0<y<3
fo(xy) =027 XA
0 Ootro x, y

Marginamos.
fx<x,y)=ffw<x,y)dy=f712xy2 =2

[EY

lo cual valeparaO<x < 4.

£ (xy)= If (x y)dx-f fyz

lo cual vale para0 <y < 3. Tenemos entonces:

El 0<x<4 El 2 pg<y<3
=" "7 = Y
Ho Ootrox Ho Uotroy
Multi pIicéndoIasseobtiene que el valor es.
1.1 ,_
8"9” ﬁxy

Y el dominioesO0<x<4N0<y<3.
Vemos que tanto e valor de lafuncién como el dominio coinciden con los dela
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funcién de densidad conjuntaoriginal. Luego, X eY son independientes.
Consider aciones acer ca del dominio

Hay una manera que en algunos casos permite determinar en formainmediatay sin
hacer cuentas que dos variables no son independientes.

Observemos el dominio de lafuncion del ggemplo 1. Si supiéramos que X vale 1,
entonces 'Y puede asumir cualquier valor entre 0y 1. Si supiéramos que X vale 2,
entonces Y puede asumir cualquier valor entre 0 y 2. Vemos entonces que el hecho
de conocer €l valor que arrojo X nos afecta cudles son los valores posiblesde Y.
Entonces es evidente que X e Y no son independientes,

Miremos en cambio e dominio de lafuncién del gemplo 2. Lavariable Y puede
asumir cualquier valor entre 0y 3, sin importar el valor que haya arrojado X.
Anadogamente, saber cuanto vale Y tampoco condicionalos valores posibles de X.
¢Esto significa que son independientes? NO. Solamente significa que € conjunto de
valores posibles de cada variable no es afectado por el conocimiento del valor que
arrojo laotra. Pero lo que si puede cambiar es como se distribuye la probabilidad
entre los valores posibles. Entonces puede que no sean independientes.

¢Queé caracteristica del dominio del gemplo 2 esla que hace que el conjunto de
valores posibles de cada variable no sea afectado por el conocimiento del valor que
arroj6 laotra variable? Que tiene forma rectangular . Entonces por lo que dijimos
antes, que & dominio searectangular es condicion necesaria paraque las variables
sean independientes. Pero no suficiente.

Entonces, en &l gemplo 1, con solo mirar el dominio podriamos haber contestado
que las variables no son independientes, sin hacer ninguna cuenta. En el ggemplo 2,
vemos que pueden ser independientes porque el dominio lo permite, pero también
podrian no serlo, por lo cua hay que hacer la cuenta para determinarlo.

Dijimos que & hecho de que el dominio tenga forma rectangular es condicion
necesaria (pero no suficiente) para que las variables sean independientes. Ahora
vamos a analizar un poco més en detalle qué significaque el dominio tenga"forma
rectangular”. Lo que vamos aver es que algo puede tener "formarectangular” sin
ser un rectangulo. Consideremos un
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¥
3

5

it
Z 3 G =

par de variables X, Y tales que e dominio de su funcién de densidad conjunta es
como el que seve en € gréfico. Ese dominio, ¢jmpide que las variables sean
independientes? S X arrojarael valor 3, Y podriaestar entrely 2, 6 entre3y 4. S
X arrojara el valor 6.2, Y podriaestar entre 1y 2, 6 entre 3y 4. De hecho para
cualquier valor que puedatomar X, Y puede estar entrely 2, 6 entre 3y 4. Y para
cualquier valor que puedatomar Y, X puede estar entre2y 4 6 entre 6 y 8. Vemos
entonces que laforma de este dominio no impide que las variables sean
independientes, y no es un rectangulo, sino que solamente tiene forma rectangular .

V eamos otro gjemplo(4) de un dominio con forma rectangular:

7
&

-1

B n

| L T ]

o

1 Z 2 3 5 [ T g 4 10

Observandolo cuidadosamente vemos que este otro dominio tampoco impide la
independencia de las variables. Notemos que ni siquiera esta formado por
rectangul os todos iguales, pero si se verifica que para cualquier X losvaloresde Y
varian entre los mismos limites, y que paracualquier Y losvalores de X varian
entre los mismos limites.

V eamos ahora dos g empl os de dominios que impiden laindependencia aunque
tienen "forma rectangular":
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¥ ¥
g g
T
] ]
5 5
3 3
2
£ £
1 1
1 £ 2 3 5 ] 7 [ g 10 i 1 £ 2 3 5 ] T g g 10 "
Ejemplo 5: Si X =6, losvalores posiblesde [Ejemplo 6: Si X = 2, los valores posibles de
Y sondistintosques X =9.5. Luego X eY |Y sondistintosques X =85. Luego X eY
no pueden ser independientes. no pueden ser independientes.

¢Cudl podria ser entonces la regla préctica? Simplemente observaremos el dominio
y veremos s |os valores de una de las variables condicionan los valores de la otra.
Si los condicionan, entonces las variables obviamente no son independientes. Si no
los condicionan, haremos las marginaciones y veremos si 10 son o no.

Entrar en un mayor nivel de rigurosidad matemética no tiene sentido, porque en ese
caso laregla dgaria de ser practica. Solamente haremos €l comentario para quien
esté interesado, de que para que un dominio permita laindependencia, debe poder
expresarse con una lista de condiciones gue involucren a una sola variable por vez.

Ejemplo |Dominio | ndependientes

1 0<x<2 N 0<y<X no pueden serlo

2 0<x<4 N 0<y<3 pueden serlo

3 (2<x<406<x<8) n (1<y<203<y<y) pueden serlo

4 (l<x<4UB5<x<8U09<x<10) n pueden serlo
(l1<y<2033<y<43049<y<6.9)

5 (l<x<4U05<x<8U9<x<10) n no pueden serlo

(l<y<2033<y<43049<y<6.9 six<8,
1<y<2U49<y<69s x<8 s x>8)

6 (1<y<2033<y<43049<y<69) N no pueden serlo
(l1<x<4U5<x<10 siy<3Uy>43,
1<x<4U5<x<80U9<x<10 si3<y<43)

Evidentemente, en |a préctica nunca perderemos tiempo haciendo este andlisis para
ver s es posible que las variables lleguen a ser independientes, porgue resultaria
mas rapido directamente hacer |as cuentas de marginacion y ver concretamente si |o
Son 0 no.

| ndependencia estadistica de variables aleatorias discr etas

Generdmente € dato es la distribucion conjunta Pxv(X,y). Podemos marginarla para
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encontrar Px(X) y Py(y), y luego multiplicar estas Ultimas paraver s obtenemos de
vudtalamismafxv(x,y). En caso afirmativo, X e Y son independientes, y en caso
negativo, no son independientes.

Ejemplo 7
Tenemos las variables dleatorias discretas X e Y, cuya distribucién conjunta es:
Y
Pxv 1 2 3

X 1 0.12 0.1 0.08

2 | 028 0.2 0.22
Hallamos las distribuciones marginales.

Y
w [Pol 1 2 3 Py
1| 012 0.1 0.08 0.3
2 | 028 0.2 0.22 0.7
Py 04 0.3 0.3
S multiplicamos las distribuci ones marginales obtenemos:
Y
X Px Py 1 2 3
1 0.12 0.09 0.09
2 0.28 0.21 0.21

Vemos que Px Py # Py, por lo tanto X e Y no son independientes,

Aungue gue para algunos valores se cumple (por gemplo, para(1,1) y para(2,1))
no se cumple paratodos. Con gue no se cumpla para un solo valor, yano son
Independientes.

Ejemplo 8
Tenemos las variables aleatorias discretas X e Y, cuya distribucion conjunta es:
Y
Px 1 2 3

X

1 | 008 0.12 0.2

2 | 012 0.18 0.3

Hallamos |as distribuciones marginales.

Y P

Po| 1 2 3 :
1 | 0.08 0.12 0.2 04
2 | 012 0.18 0.3 0.6

Py 0.2 0.3 0.5

Si multiplicamos las distribuciones marginal es obtenemos:

X
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Y

Px Py 1 2 3
1 0.08 0.12 0.2
2 0.12 0.18 0.3

Vemos que Px Py = Pxy U x, y. Por lo tanto X e Y son independientes,

Problemastipicos

Como problemas tipicos de independencia de dos variabl es discretas, se pueden
tomar los ggemplos 7 y 8. Los siguientes problemas son con variables continuas.

1) Setienen lasvariables aleatorias continuas X eY, cuya distribucion
conjunta es.

40 2 < 2
— X5, y<—xt6,y>1
o) =oey > VY y
H 0 Ootro x, y
Determine si son independientes.

Resolucion
Grafiguemos la funcion de densidad conjunta:

1 £ 2 3 5

Vemos que el dominio no tiene forma rectangular. Por lo tanto, los valores de una
de las variables afectan los valores de la otra. Luego, no son independientes,

2) Setienen lasvariables aleatorias continuas X eY, cuya distribucion

conjuntaes:
%X"‘y 0<x<4.0<vy<3
fXY(X1y):D 42 =% y
HoO Ootrox,y

Determine si son independientes.
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Resolucion
Grafiguemos la funcion de densidad conjunta:

2.5

2
2.5

: X+ Y
1.5 47

1
n_5

x

1 Z 2 3
Vemos gque &l dominio es rectangular. Por |o tanto, es posible que las variables sean
Independientes. Hagamos las cuentas para determinarlo:

_ T _fxty . _3t2x
f(XY) Ifxv(x,y)dy I B Y=
Iocualvalepara0<x<4

_ _4+2y
f(x%y)= If (xy)dxj ”
0

lo cual vale para0 <y < 3. Tenemos entonces:

EB+2X 0<x<4 2y <y <
fL (0= X =02 O V<3
Q 0 Ootro x H 0o Ootroy

Multiplicandolas se obtiene:
3+ 2x 4+2y¢ xty

28 2 42
Es decir, fx fv # fxv. Luego, X e Y no son independientes.

3) Setienen las variables aleatorias continuas X e Y, cuya distribucién

conjunta es.
f (xy):%%)(zy 15x=4,25y=3
XY ]

H 0 Ootrox, y

Determine si son independientes.

Resolucion
Grafiguemos la funcion de densidad conjunta:
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1 Z b 3

Vemos que & dominio es rectangular. Por |o tanto, es posible que las variables sean
Independientes. Hagamos las cuentas para determinarlo:

£ (xy)= If (xy)oly—Jlo5 ydy=2112

Iocualvalepara1<x<4
f(xy)= If (xy)dx—I*xydy

lo cual vale para2 <y < 3. Tenemos entonces:

El 2 1<x<4 EZ 2<y<3
f=0 % fm=mY Y
H 0o Ootrox Ho UOotroy
Multiplicandolas se obtiene que € valor es:
1X22y: 2 <2y
21 57 105

Y el dominioesO<x<4N0<y<3.
Vemos que tanto el valor de lafuncién como el dominio coinciden con los dela
funcién de densidad conjuntaoriginal. Luego, X eY son independientes.

4) El capataz deunaobraleasignaunatareaaun obreroy otratareaaotro
obrero. El tiempo en horas quetarda el obrero 1 en completar latarea que
le asignaron esla variable aleatoria X, y €l tiempo en horas quetarda €l
obrero 2 en completar latarea quele asignaron esla variable aleatoria Y.
Lasdistribucionesde X eY son:

Bl 0<x<3 H 0<x<4
f ()= X fy=p’ ~ %
Ootrox Ho Ootrox

¢Cudl esla probabilidad de que ambos tarden mas de una hora en completar
sus respectivas tareas? ¢Qué condicion debe cumplirse para que el problema
se pueda resolver ?

Resolucion
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Nos estan pidiendo P(X > 1 N Y >1). Lacondicién que debe cumplirse para que €l
problema se pueda resolver es que las variables X e Y sean independientes.

Hay dos formas para calcular |a probabilidad pedida, y ambas requieren esa
condicion.

Una forma posible es, asumiendo independencia, hacer:
PX>1nY>1)=P(X>1)P(Y >1)
Luego € resultado es el producto de dos integrales:

P(X >1nY>1)=fo(x)deTfY(y)w=f;dxﬁ;yw=2[*]'5:5

Otraforma posible es darse cuenta de que:
P(X>1nY>1=[]f,(xy)dydx

11

Pero pararesolverlo vamos a necesitar fxv, y no latenemos. La Unicaformade
obtener fxv S solamente contamos con fx y fv, esasumir que X e'Y son
independientes, y de esaformase obtiene fxy = fx . fv.

Asumiendo independencia, obtenemos:

51 0<x<30<y<4
fo(oy)=pg? © XT30Y
Ho Ootro x, y
Luego:
341 d 5
P(X>1nY>D=]|__ ="
( ) {{Mydy x=
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http://www.thebeatlesforever.com/processtext/
http://www.thebeatlesforever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version, http:/www.thebeatlesfor ever.com/processtext/

ABC Amber Text Converter Trial version

http:/ /v thebeatlesforever.com/processtext,

El siguiente material se encuentraen etapa de correccion y no debera
ser considerado una version final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandro D. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Version Actualizada al: 13 de mayo de 2004

Esperanza condicional y Regresion

Para definir la esperanza condicional, vamos a combinar dos conceptos que ya
hemos estudiado: la esperanza de una distribucién, y la distribucién condicional.

Dada una distribucion, su media o esperanza nos da unaideade cué es el valor que
podemos esperar obtener al hacer el experimento. A su vez, ladistribucion
condicional es un modelo que, dado € valor arrojado por una variable, nos permite
tener unadistribucion

de probabilidades paralaotra variable.

Lafuncion de densidad condicional, por gemplo de X dado Y, depende de "x" y
de"y", y nos permite obtener una distribucion para X, al conocer €l valor de Y.
Podemos pensar que el "y" que aparece en fxv(X,y) es simplemente un nimero, un
pardmetro, ya que para cualquier valor vaido de"y", fxv(X,y) es unadistribucion
perfectamente valida para x. Recordemos que la diferencia entre fxa(x,a) y unafx
(x,a) essi consideramosa A unavariable aeatoria 0 s mplemente un parametro.

Por |o tanto, podemos calcularle la esperanza afxv(x,y) asumiendo que "y" es
simplemente un nimero. L uego, obtendremos una esperanza para X gque dependera
de"y". Esta herramienta sirve ver como losvaloresde Y afectan al valor esperado
de X.
Asi como la esperanza de la distribucion fx(x) es:

E(X) =K, =[x f, (x) o

analogamente la esperanza de la distribucion fxy (X) es:
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E(X/Y) =My =[xy (xy) O

8xy

Ejemplo

Setienen lasvariables deatorias X e 'Y, cuyadistribucion conjunta es:
[Bxy 0<x<l1l x<y<1l

f..(xy) =0
w () 0o Ootro x,y
Podemos obtener |as distribuciones marginales:
_Mix@-x?) 0<x<1 My o<y<1
t =0 ) toy=0’ -7
0 O Hotrox 00 UOotroy

Y las condicionaes:

X
_£ 0<x<y, 0<y<1
fX/Y(X’ y) = Lly? Y Y
Ho Ootro X,y

H2Y  <y< 0<x<1
fo(ey) = TV O

H o Ootro x, y
Calculemos la esperanza condicional de X dado Y
_ _2x¢ ., 2
uX/Y_.IX Fyy (5y) dx= 72dx_*y
o 5 Y 3

Eso quiere decir, que si por gemplo lavariableY arrojae vaor 1/2, e vaor
esperado para X sera 1/3. Es decir, si conocemos €l valor que arrojé Y, el valor
esperado de X es 2/3 de ese valor.

También podemos calcular la esperanza condicional de 'Y dado X:
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2(x? +x+1)

_ T _T2y* , _
My x _Iy fY/x(x’y)dx_.j’l_xz dy =

Lineasderegresion

3(x+])

Como se estudio en secciones anteriores, la esperanza de unavariable, por g emplo
Hx, es un nimero, es decir una constante. Pero la esperanza condicional es una

funcion, no una constante. Por gjemplo, la esperanza condicional de X dado Y, Hxy,
es unafuncion de"y". Luego, nos puede interesar hacer su grafico, con "y" en un

ge Yy Hxv en € otro. Lalinea que resultade graficar Mxy(y) se denomina linea de

regresion de X dado Y.

Andogamente, lagréficade Hvx(x) se denominalinea de regresion de'Y dado X.

Veamos las lineas de regresion:

II-':J:r'.I'

¥
0.2 0.4 0.6 0.3 1

T

H
0.z 0.4 0.6 0.3 1

Lineaderegresion de X dado Y

Lineaderegresion de Y dado X

También es habitual dibujarlas juntas, e incluso dibujarlas sobre lafuncion de

densidad conjunta

¥
1

0.8 Koy

0.6

Fary

0.z 0.4 0.6 0.& 1

H
0.z 0.4 0.6 0.3 1

Lineasderegresionde X e Y

Funcion de densidad conjuntade X e Y
acompanada por las lineas de regresion

¢Qué sucede cuando las variables son independientes?
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S X eY son independientes, fxv(X,y) es directamente fx(x). Consecuentemente, la

[x £y (6 y) o
esperanzacondicional de X dado Y, ™ , es directamente

[x £, dx

- , s decir, laesperanza de X. Esto esrazonable, yaque s las variables
son independientes, el valor que arroja’Y no afecta el valor esperado para X.

Las lineas de regresion seran entonces rectas y sin pendiente, porque serén la
grafica de una constante. Por eiemplo lalineade regresion de X dado Y, es decir la

gréficade Hxv, a ser las variables independientes resulta ser directamente la gréfica
de Hx, que no es unafuncion sino un nimero.

Ejemplo

F

_s L
105" Y

1 £ b 3

Setienen lasvariables deatorias X e 'Y, cuyadistribucion conjunta es:
EZ 2y 1<x<4.2<vy<3
o o) =™ Y~ 7
0 Ootro x,y
Hallamos las distribuciones marginales:
X2 1<x<4 Ezy 2<y<3

El
f (%) =1 f,(¥)=06
H o Ootrox Ho UOotroy

Vemos que s multiplicamosfx y fv obtenemos fxv. Luego las variables son
independientes, y entonces, como ya se demostro, fxv y fvx son directamentefx y fv.
L uego, las esperanzas condicionales son:

0 o 4
— _ _ 1 _
My _:[,X fen (%) dX_:[QX f. (X dX_'{'XZlXZ dx=3.04

Ky x =_Ty fy/x(x’y)dy:]o-y fY(Y)dyzfyiydy=2.53

V emos que en este caso, como las variables son independientes, |as esperanzas
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condicional es son constantes. De hecho, son directamente Hx y Hv respectivamente.

Hagamos al gunos gréficos:

II-':IrT

1 £ 2 3

Lineaderegresion de X dado Y

1 £ 2 3

Lineaderegresion deY dado X

Hary|

Flay o

: |

1 2 2 3

o

Fliy

Flay s

1 Z 2 3

o

Ambas lineas dibujadas a mismo tiempo

Las lineas, dibujadas sobre el dominio de la

funcion de densidad conjunta.

Observemos que cuando |as variables son independientes, |as lineas de regresion
son rectasy sin pendiente, y se cortan ortogonal mente.

Distribucionesdiscr etas

Laformula para calcular 1a esperanza condicional de X dado Y, paraX e Y
discretas, es andloga alaformula para las continuas:

EXIY)=H,, = D xP,,. (xY)

Con respecto alas lineas de regresion, para variables discretas obviamente no
existen. A cambio, se puede trazar un gréfico discreto de los valores de Hxy para

los posiblesvaloresde Y.

Problemastipicos

1) Setienen lasvariables aleatorias continuas X e 'Y, cuya distribucion
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conjunta esla siguiente:

Xy
fw(x,y)=ér% (x,y)HD

HO (xy)bD
Sepide:
a) Hallar las esperanzas condicionales
b) Trazar laslineas deregresion

Resolucion
¥
1.4
1.&
=1
. ¥
o_s
.
0.6 » %
D n
o.4 o)
.z
It
o_5 1 1.5 z 2.5
a) Comenzamos por graficar la funcién de densidad para orientarnos en las cuentas
gue vamos a hacer.
Hallamos las distribuciones marginales:
[lx3
E% 0<x<1

fx(x):D47X 1<x<2

00 Uotrox

H

=T
fy(Y)=D7y(4 y?) O0<y<1
H 0 Ootroy

Hallamos | as distribuciones condiciona es:

2X
_ <x<2 0<y<1
fX/Y(X’ y) = A-y? Y Y
0 Ootro x,y
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DZZ/ 0<x<l1l 0<y<x

(xy)=[Ry 1<x<2 0<y<1l
EO Ootro x,y

fY/X

Hallamos |as esperanzas condicionales

_ _t 2x? _2y?’+4y+8
Moy __'[,X e (%) dX_.{Ar_yz ox = 3y+6
2 2
- Xyzdy 0<x<1 X 0<x<1
My = JY fx (k) dy =8 =
o Dlz 2dy 1<x<2 0% 1<x<2
E’{ y 03
b) Trazamos las lineas de regresion
¥
1
o_&
0.8 Fhar g
0.3
Hoy
0.z
l:ll5 .';. I I ll5 Z :

2) Setienen lasvariables aleatorias discretas X e Y, cuya distribucion
conjunta es:

Y

Pv | O 2 4
1 |1025|005| 03
2 [015| 01 | 015

Halle las esper anzas condicionales.

X

Resolucion
Agregamos en los mérgenes de la conjunta | as distribuciones marginales:
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Y
Pow | O 2 4 Px
1 |025|005| 03 | 0.6
2 |015| 01 |015]| 0.4

Py 0.4 | 0.15|0.45

Hallamos | as distribuciones condicionales:

Y
X Pw | O 2 4
1 | 58 | /13| 23
2 | 38| 23] 13
Y
X Pw | O 2 4
1 | 512 | V12 | 6/12
2 | 38| 28| 38

Hallamos | as esperanzas condicionales:

12028 o

% 2 [1.375 y=0
gy = DXy, (53) = 3t 25 y:2=%.667 y=2
o 33 y=4
3 3
5 1 6
uY/x=zyR{,X(X,y)=§)123 122 %2 (217 x=1
T o +27+4 X=2 02 X=2
J 8 8

Please register to remove this banner.
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Esperanza, Covarianzay Correlacion

Ahoravamos a estudiar la esperanzay lavarianza en mas de unadimensiony a
desarrollar nuevos conceptos.

Esperanza en mas de una dimension

Para una dimensi6n vimos que |a esperanza de unafuncion 9 (x) es:
E(Y) = [0(x) fx(x) cx

Esto se puede generdizar. Para n variables, |la esperanza de unavariable Z definidaa
partir de unafuncion como Z = ¢ (xy, X, ..., X») €S

+oo+00 400

E2)= [ [ JO00 %0 X) Fy s (6% 00 X,) XX, X

—00—00 —00

L uego, para dos variables, |a esperanza de unafuncién Z = ¢ (x,y) es:

E2)= [ [o(xy) f,, (x ) dy dx

—00—00

Estasy €l resto de las formulas son andlogas para el caso de variables discretas.

Esperanzadela sumadevariables aleatorias

SeaZ =X +Y, esdecir, §(x,y) = x + y. Seguin acabamos de ver:
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E(Z2)=E(X+Y)=[[(x+y) f,, (xy) dy dx

—00—00

Como laintegral delasumaeslasumade lasintegrales, hacemos:

[T+t xydydx= [ [x £, (xy)dy dx+ [ [y £, (xy) dy dx

—00—00 —00—00 —00—00

Hacemos la primeraintegral:

J[xfxy)dydx=[x]f,,(xy)dydx=[xf,(x)dx=E(X)

—00—00

Andogamente, la otraintegra es:

JIy £ (xy) dy dx=E(Y)

Luego, llegamos a que:

E(X +Y) =E(X) + E(Y)

De hecho, se puede demostrar analogamente que:

e ax, = SaEx)

Es decir, que la esperanza de una combinacion lineal de variables aleatorias esla
combinacion lineal de las esperanzas. Por eso se dice que la esperanza es un
operador lineal.

Varianzadela sumadevariables aleatorias

SeaZ =X +Y, esdecir, d(x,y) = x +V.

02 =E(Z-E(2)*) =E(X+Y-E(X+Y)?*) =E(X*+Y (K, TH,)*)=
=SE((X+Y=H, ~H)?) T E((X R ) (Y ~H,)?)

Desarrollando el cuadrado queda:

E((X —H )2+ (Y ~H )2 F2(X —H )Y —H,)

Usando lalinealidad del operador esperanza:

E((X ~H)?) T EY ~H,)?) F2E((X ~H, (Y —H,)

Reconocemos en laformulaalasvarianzasde X y de Y':

0% TO7 T 2E((X ~H (Y ~ )

A la esperanza que queda en € Ultimo término lallamaremos covarianzade X e Y, y

la notaremos Oxy.
En conclusion, llegamos a que:
02 =02+02+20

X+Y X Y XY

Donde Oy, eslacovarianzade X eY.
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Vemos que la varianza de la suma no es la suma de las varianzas, porque
aparece sumando la covarianza.
Antes de estudiar la covarianza, generalizamos laformula paralavarianzade la
combinacion lineal de dos variables aleatorias:

2 = 2202 +h202 +
GaX+bY a O-x b GY zaboxv

(lademostracion es similar ala que hicimos, pero agregando |os coeficientes)

L a covarianza

Segun vimos, lacovarianzade X eY vae:

Oxy = E((X‘”X)(Y'“Y))

Observemos que (X-Hx)(Y-Hy) esunafuncion de X e Y. Luego, podemos hallar su
esperanza con laférmulaque dimos a principio, y queda:

O, SE((X =K )Y =B = [ (xR )y —H,) f,, (xY) dy dx

Otraformade calcularla es desarrollando el producto:

O, TE(XTHOY ~H)) = E(XY = XU, —YH + ] H)
Usando lalinealidad del operador esperanza:

E(XY) = K E(X) H E(Y) TR K

Como E(X) = Mxy E(Y) = Hy:

E(XY) —H K, —H M+

Es decir, queda:

GXY = E(><Y)_MXHY

Tenemos entonces dos formas posibles de calcular la covarianza, que podremos
elegir seguin la ocasion:

cov(X,Y)=0 :TT(x—ux)(y-uY) Fir (X Y) dy dx = E(XY) ~H, H,

—00—00

| nter pretacion dela covarianza

Notemos primeramente lasimilitud entre laformulade lavarianzay laformulade la
covarianza. Las formulas para calcular la varianza son:

02 = T(W_ M) f, (W) dw=EW?) -2

Vemos quesi hacemos X =Y =W en lasformulas de la covarianzade X e Y,
llegamos aformulas similares alas de la varianza para una sola variable. Esto nos
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dice que de alguna formala covarianza mide larelacion entre dos variables
aleatorias, es decir, no lavariabilidad de una variable respecto de si misma, como la
varianza, sino larelacion entre dos variables distintas.

Observemos laformula:

O TE((X =Y ~H ) = [ J(x=B )y —H,) Ty, (X y) dy dx

—00—00

Cuando X esgrandeeY esgrande, e producto (X-Hx)(Y-Hy) sera positivo, y
también serd positivo cuando X eschicaeY eschica. Cuando unaesgrandey la
otraes chica, el producto (X-Hx)(Y-Hv) sera negativo.

Como laintegral esla suma de esos infinitos productos diferenciales, dara positiva
s ladistribucion conjunta asigna mas densidad a las zonas donde X e Y son las dos
chicas o0 las dos grandes, y menos densidad a las zonas donde unaes grandey la
otraes chica.

V eamos un grafico:

I3 i

Esta distribucién se compone Esta distribucién se compone
predominantemente de valores en los cuales  [predominantemente de valores en los cuales
X eY son ambas grandes 0 ambas chicas.  |X eY son unagrandey laotrachica.

L a covarianza dara un valor positivo. L a covarianza dara un valor negativo.

El coeficientede correacion lineal

Mirando los gréaficos, observamos que e de laizquierda se asemeja a una funcion
lineal positiva, y € delaizquierda se asemeaa unafuncion linea negativa. Es decir,
las distribuciones ilustradas dan laimpresion de estar ubicadas sobre unarecta.

Si ladistribucion gue tenemos fuese como en alguno de los dos casos ilustrados,
podriamos suponer que existe algun tipo de relacion lineal entre las variables.

Podemos medir qué tan "lineal” es una distribucién, mediante €l coeficiente de
correlacion. Dicho coeficiente se notacon laletra P, y vae:

0)
p: XY
O O
X

Y
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El coeficiente de correlacion lineal asume valoresentre-1y 1. Si es positivo, quiere
decir que hay unarelacion lineal positiva. Si es negativo, quiere decir que hay una
relacion lineal negativa. Cuanto més cercano al o -1 sea, quiere decir que mas
fuerte eslarelacion lineal. Si esta cercano a cero, quiere decir que no hay una
relacion linedl.

V eamos algunos € empl os:

TV I B T
|J:-}{ i |J:‘}{ " |J:-}{ "
P serd un nimero positivo P ser& un numero muy P sera un nimero cercano a0
cercanoal

Variables aleatoriasindependientes

¢Como se modificatodo lo que dijimos hasta ahora cuando las variables son
Independientes?

Cuando las variables son independientes, no hay ningun tipo de relacion entre ellas,
ni lineal, ni ninguna otracosa. L uego, la covarianza de dos variables
iIndependientes es cero.

Se demuestra facilmente. Veamos;
O TEXY) TH 1,

donde:

E(XY) = [ [xy f,, (xy) dy dx

—00—00

Slasvarlabl%sonlndependlentes fxy(xy) fx(X) fv(y). Luego:
E(XY) = nyf (¥) £, (y) dy ok = Ixf (x)ny (y) dy ox = Ixf () K, dx=

=h, [xf, 0= b,

Luego como E(XY) = HxHv, obtenemos que Oxy = 0.

Demostramos que si dos variables son independientes, su covarianza es cero.
Hagamos sin embargo una observacion: lareciproca no esvalida. Es decir, €l
hecho de que la covarianza sea cero no implica que las variables sean
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independientes. Solamente implica que no tienen relacion lineal (pero puede haber
otros tipos de relaciones).

Consecuencias de que la covarianza sea cero:
* El coeficiente de correlacion es cero.
* Lavarianza de la combinacion lineal de dos variables es:
02 :;agcy2 +.b2cy2

aX tby X Y
* Generdizando, lavarianza de lacombinacion lineal de n variablesindependientes
€s
Varl) a X % ZaIZVar(Xi)

-

i=1

Problemastipicos

1) Sean las variables aleatorias continuas X e Y cuya funcion de densidad
conjuntaes:

3
0.5 E(K—F}

0.5 1 1.5 Z .5 ol
é’;(x—y) 0<x<2,0<y<x
0 Uotro x, y

o (% Y) =

Hallela esperanzade Z = XY?

Resolucion
Como X e Y son continuas, |a esperanza de unafuncion Z = ¢ (x,y) es:

E2)= [ [o(xy) f, (xy) dy dx

—00—00

Luego:
EOV?) = [ [y £, () dyek=[ [y 2x-y)cyex=2

—00—00
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2) Sean lasvariables aleatorias discretas X e Y, cuya distribucion conjunta

€s.
Y
X Pxv 1 2 3
1| 012 0.1 0.08
2 | 028 0.2 0.22

Hallela esperanzade Z = XY?

Resolucion
Como X e Y son discretas, |a esperanza de unafuncion Z = ¢ (x,y) es:

E2)= 2. 2 0(xY) P, (%)
L uego:
E(XY)= ) D2 Py (4Y) =

X=—00 y:—oo

=11°0.12+1220.1+13?0.08+21>20.28+2220.2+23* 0.22=7.36

3) Hallela esperanzay la varianza de la suma de lasvariables del problema
2.

Resolucion
a) Para calcular la esperanza de la suma, podemos proceder de dos maneras:

* Por definicion, haciendo:

EX+Y)= 3 9 (x*+Y) P, (xY)=

X=—00 y:—OO

=2012+30.1+40.08+30.28+402+50.22=36

* Con lapropiedad de que la esperanza de la suma es la suma de | as esperanzas.
Hallamos primeramente | as distribuciones marginales:

Y
w | P 1 2 3 Px
1| 012 0.1 0.08 0.3

2 | 028 0.2 0.22 0.7

Py 0.4 0.3 0.3

Caculamos las esperanzasde X e Y':
E(X)=10.3+20.7=1.7
E(Y)=104+203+303=1.9

Luego E(X+Y) =E(X) + E(Y) =17+ 1.9=3.6
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b) Para calcular lavarianza de la suma, vamos a usar laférmula:

2 = 2202 +h202 +
O oy — @05 bGY zabcxv

0,2 = E(X?) - E(X)?
E(X?)=10.3+2207=3.1

0 =381-17=0.21

0.2 = E(Y?) - E(Y)?
E(Y?)=104+2°0.3+3°03=43
0,2=43-1.9°=0.69

Oxy = E(XY) - Ux Ky

E(X*Y)= 3 O (x*+Y) P, (xy)=

X:—OO y:—OO

=10.12+20.1+30.08+20.28+40.2+60.22=3.24

Oxy = E(XY) - Mk My =3.24-3.23=0.01
Y en este caso, a=b = 1. Luego:
02, =1°02+1°02+20 =0.21+0.69+0.02=0.92

X+Y
4) Hallela esperanza, la varianzay el coeficiente de correlacion lineal dela
suma delasvariablesdel problema 1.

Resolucion
A partir de la conjunta calculamos:

EB EBE 2 — +1H <y<?2
fx(x):E‘gXZ 0<x<2 fY(Y):EE[My y DO y
Ho Uotrox H 0 Ootroy
My = 3/2 ; Ky =1/2
0,>=3/20 ; 0,*=3/20
Oyw =4/5-3/4=1/20
L uego:
E(X+Y) = E(X) + E(Y) =32+ 1/2=2
02 =02+02+20 =i+i+£=£
X+Y X Y XY 20 20 2 20

1

5 =

p=_x = D =0065
0,0, [3,]3
20 |20

El coeficiente de correlacion lineal arrojo practicamente el valor cero. Esto nos dice
que no hay relacion lineal
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5) Halle la esperanza, la varianzay el coeficiente de correlacion lineal de la
sumadelasvariables X e Y cuyafuncion de densidad conjunta es.

¥

2.5
2 "_nlu"::i{
.5
. W= 2u- 3
1.5
D : 32 X
135
1 £ 2 3 *
ESZ y+3
_ < <7’0< <3
o) =0gs Y Y™ 57y
H o Ootrox, y
Resolucion
Caculamos;

Mx=51/25 ; Ky =42/25

0,* =621/2500 ; O,*=261/625

Oy = 93/25 - 2142/625 = 183/625

L uego:

E(X+Y) = E(X) + E(Y) =51/25 + 42/25 = 93/25

02 =g2+02+20 = 621 +261+2183 _ 3129
xweoox 2500 625 625 2500

183
5 -
p= x = 65  —gx
0,0, [621 , [26L
2500 625

El coeficiente de correlacion lineal arrojé un valor positivo, |o suficientemente lgjano
del cero como para ser tenido en cuenta. Esto nos dice que existe unarelacion lineal
positivaentre X e Y. Ademas, como el valor tampoco es cercano a uno, dicha
relacion lineal es déil.

Esto resulta absol utamente compatible con |o que nos muestra el gréfico, donde el
dominio es "parecido” a un segmento de recta de pendiente positiva

6) Halle la esperanza, la varianzay €l coeficiente de correlacion lineal de la
suma delasvariables X e Y cuya funcion de densidad conjunta es:
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T

El 2 0<x<4.0<y<3
f,060=02" XEAUEY

H o Ootrox, y

Resolucion

Calculamos:

Hy=8/3 : Hy=9/4

0=8/9 ; 0,2=27/80

Ow=6-6=0

(aunque si nos hubiéramos dado cuenta de que las variables son independientes,
habriamos sabido que la covarianza es cero sin calcularla).

L uego:

E(X+Y) = E(X) + E(Y) = 51/25 + 42/25 = 59/12

_8,27 0= 883

9 80 720

o 0
p: Xy = :O
Ox O By
9 80

Nuevamente, no haciafalta hacer |a cuenta para saber que el coeficiente de
correlacion lineal, puesto que si las variables son independientes, se deduce que no
hay relacion lineal (ni de ningun otro tipo).

2 =02 +02+
Oy O TOLT20,

7) Hallela esperanzay lavarianza de Z = 3X+2Y con lasvariablesX eY
tomadas del problema 1.

Resolucion

Este problema es como €l 4 pero mas general, porque no es una sumasino una
combinacion lineal, es decir X e Y vienen acompariados por coeficientes distintos
de uno.

Vamos a usar las formulas generales, y |os datos que ya calculamos en €l problema
4.
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3 1_11
EH a.XH= aE(X )=3E(X)+t2E(Y)=3_+t2_=""
55 ax 0=3 aE(x)=3E00) + 2E(N) =3+ 2, =
— o 3 3 1 _51
0§X+bY—a20§+b203+2aboXY—3220+2220+23220—20

8) Ladistribucion del peso en kg de una sandia es:
f (x):El 15<x<25
X 0 Uotrox

Sepide:

a) Las sandias se venden a $3/kg. ¢Cudl eslamediay la varianza del precio
de venta de una sandia?

b) Si se colocan 3 sandias en una bolsa, ¢Cual esla mediay la varianza del
peso de la bolsa?

c) Comparelosresultadosdea) y b) y extraiga conclusiones.

Resolucién

Vamos a necesitar lamediay lavarianzade X:
EX)=2

0’ =1/12

a) Y = 3X. Luego, por las propiedades estudiadas en el capitulo 2:
E(Y)=E(aX)=aE(X)=3E(X)=3.2=6
0,2=0,°=a0,4=9.1/12=3/4

b) Aqui podemos equivocarnosy volver aplantear Y = 3X. Pero eso estamal,

porgue seriatomar el peso de una sandiay multiplicarlo por 3, cuando en realidad

son 3 sandias distintas. En € punto ¢ analizaremos laincidencia de este error.

Lo correctoesque Y = X1+ Xz + Xs, donde X1, X2 y Xs son 3 variables distintas e

independientes, y las 3 tienen la distribucion que figuraen el enunciado.

Por |as propiedades que hemos estudiado:

E(Y)=EX1+ X2+ X3) =E(X:) +E(X2) +E(Xs) =2+2+2=6

Vemos que la esperanza dio igual que en a).

Parala varianza de una combinacion lineal de variables independientes, tenemos.
1,1 ,1_3_1

VarH a.X.H= a’?Var(X.)=1%02 +1°202 1%02_ = "+ ~ + = = - ="
Diz;l i ID iz;l i ( I) X1 X 2 X3 12 12 1 1 4

Vemos que la varianza nos dio menor que en a).

¢) Vemos que las medias nos quedaron iguales, pero lavarianzade lasumade 3
sandias qued6 menor que la varianza de multiplicar una sandia por 3. ¢Por qué
sucede esto? La varianza es una medida de cuanto tienden a algjarse de lamedialos
valores de lavariable aleatoria. Como los valores pueden estar alaizquierdao ala
derecha de la media, sumando n variables aeatorias |as distancias ala media de
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cada uno de esos n valores tienden a compensarse, por eso la varianza de la suma
de n variables es menor que lade la multiplicacion de una variable por n.

Por este motivo, parallegar aresultados correctos, es importante en todos los
problemas darse cuenta de cuando se esta multiplicando una variable por un
coeficiente, y cuando se estan sumando variables distintas (que pueden ser, por
gjemplo, independientes e idénticamente distribuidas).

Please register to remowve this banner.
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CAPITULO 1V

Proceso de Bernoulli

Experimento de Bernoulli

Es un experimento que puede arrojar 2 resultados posibles. A uno de los resultados
se lo denomina arbitrariamente "éxito" y al otro "fracaso”. El experimento de
Bernoulli lleva asociada una probabilidad (Ia probabilidad de "éxito™).

Veamos & gemplo siguiente:

Ejemplo
Si voy atirar un dado, y lo que voy aobservar essi sale 0 no sale un 5, entonces
esto puede ser visto como un experimento de Bernoulli constituido asi:

* Exito: quesalgaun 5

* Fracaso: queno salgaun 5

* Probabilidad de éxito: p= 1/6

* Probabilidad de fracaso: g = 1-p = 5/6
En ese g emplo vemos que llamamos "éxito" a que salga un 5, porque justamente
estabamos observando si ibaasalir o no un 5. El hecho de llamar aago "éxito" o
"fracaso" no tiene nada que ver con que sea "bueno” o0 "malo" respectivamente,
sino con el hecho de que haya dado positiva 0 negativa la observacion que
gueriamos hacer.
Como vimos, p es la probabilidad de éxito, es decir, |a probabilidad de que se
cumplala condicion que queriamos observar. Y |a probabilidad de fracaso, es
decir, de no-éxito, 1-p, amenudo se encuentra escrita como g.

Proceso de Ber noulli

Consiste en hacer n veces un experimento de Bernoulli, teniendo en cuenta:

* gue las condiciones no varian. (Ejemplo: lamoneda que arrojo n veces
sigue siendo lamismay no se deforma). Es decir, que la probabilidad p de
obtener un éxito en la 5ta vez es la misma que la de obtener un éxito en la8va
Vez.



* gue cada uno de los experimentos es independiente (Ejemplo: que haya
salido caraen la5Stavez que tiré lamoneda, no me afectalo que salgaen la
8vavez).

Se definen las siguientes variables:
* n: lacantidad de veces que se hace el experimento
* p: laprobabilidad de que un experimento arroje éxito.
* k : lacantidad de veces gue se obtiene éxito en las n veces que se hace €
experimento.

Ejemplo
Si arrojo una moneda 8 veces, con probabilidad 0,5 de que salga cara
(considerando cara como éxito) y sale cara 5 veces, tengo:

‘n=8

*p=05

*k=5

Generamente conocemos €l valor de p, y entonces nos preguntamos cuantos éxitos
obtendremos haciendo el experimento una determinada cantidad de veces, 0
cuantas veces tendremos que hacer €l experimento para obtener una determinada
cantidad de éxitos.

De esta forma obtenemos 2 distribuciones:

* Binomial: consiste en preguntar por la cantidad de éxitos en n veces. Es decir,
dado n, calcular ladistribucion de k.

* Pascal: consiste en preguntar por la cantidad de veces necesarias para obtener k
éxitos. Es decir, dado k, calcular la distribucion de n.

Y ademas:
* Geométrica: caso particular de Pascal cuando k = 1, es decir, consiste en
preguntar por la cantidad de veces necesarias para obtener el primer éxito.



Distribucion Binomial
"¢:Cuad eslaprobabilidad de obtener x éxitos en n intentos?”
S
X:Bi (n; p)
esdecir: X esunavariable binomia con pardmetrosny p

esdecir: X eslavariable que representa la cantidad de éxitos obtenidos en n
experimentos de Bernoulli independientes cada uno con probabilidad de éxito

P

P(X =x) = %%px-(l_ p™ 0sx=n
E 0 U otro x

entonces.

E(X)=n.p
0z, = n.p.(1-p)

n es un nimero natural
p esun nimero real entreOy 1

Propiedadesreproductivas

Si tenemos
* mvariables X
* Xi:Bi(n,p)
* Xi independiente de X; parai # j

vy=Y x
i=1

entonces:
* Y:Bi (nY ,p)

n, = z n
i=1



Es decir, lasumade m variables binomiales independientes cadaunaconigua py
Con su propio n resulta ser unavariable binomia con el mismo p que las anteriores
y n dado por lasumadelos n de las variables originales.

Estrategia

Sabemos gue nos encontramos frente a la necesidad de emplear una distribucion
binomia cuando:

* nos dan una determinada cantidad de elementos (piezas, intentos, etc.)

* cada uno de esos elementos puede 0 no cumplir con una determinada condicion
(que la pieza sea defectuosa, que €l intento haya salido bien, etc.)

* nos dan o es posible calcular la probabilidad de que un elemento cumplacon la
condicion

* nos preguntan cudl es la probabilidad de que determinada cantidad de €l ementos,
delos n que hay en total, cumplan con la condicion.

Por |o general estos problemas se resuelven encontrando laforma de calcular la
probabilidad de que un elemento cumpla con la condicién sin importar cuantos
elementos haya. Luego tomaremos una variable X que representara cuantos
elementos de los n que hay en total cumplen con la condicion. Sus pardmetros seran:

* p: laprobabilidad de que un elemento cumpla con la condicion
* n: lacantidad de elementos que hay en total.

Siempre comenzaremos por suponer que los n elementos son independientes entre
si, es decir, que el hecho de que un elemento cumpla o no con la condicién no
afecta la probabilidad de que los demés la cumplan o no. De lo contrario no
podriamos usar la distribucién binomial porque no estariamos cumpliendo con las
caracteristicas del proceso de Bernoulli.

Si X estadistribuida binomialmente con ny p, P(X = x) tendravalor no nulo Ux U
[0; n]. Todos los demas x tienen probabilidad nula. De todas | as distribuciones que
estudiaremos, ésta es |a Unica que esta acotada tanto superior como inferiormente.

Aspecto



p pequefio (0,2) | p mediano (0,5) p grande (0,8)

Vemos que todos |los valores entre 0 y n tienen probabilidad no nula, aunque la
probabilidad de los valores cercanos a n sera muy pequefiasi p eschico, y la
probabilidad de los valores cercanos a 0 serd muy pequefiasi p es grande.

Problemastipicos

1) ¢Cudl esla probabilidad de obtener cara 5 vecesal arrojar una moneda 8
veces?

Resolucion:

Comenzaremaos por asumir:
* que lamoneda no es cargada (es decir, que hay probabilidad 0,5 de que
salgacara, y 0,5 de que salga ceca)
* que lamoneda conserva sus propiedades durante todo el proceso (es decir,
gue P(cara) se mantiene constante).
* gue losintentos son independientes (es decir, que salga caraen € 3er
intento no afecta la probabilidad de salga o no salga cara en el 8vo intento).

Bajo esas hipotesis, si llamamos éxito a hecho de obtener caraal tirar lamoneda, la
cantidad de éxitos que obtendremos en 8 veces serd una variable binomial conn=8
yp=0,5.

Si aesacantidad lallamamos X, podemos escribir:

X:Bi(n=8;p=0,5)

Nos piden la probabilidad de obtener 5 caras, es decir, la probabilidad de que X =
5.

P(X =5) = comb(n,x) . p*. (1-p)™ = comb(8,5) . 0,5°.0,5° = 0,21875

2) Una maquina produce un deter minado tipo de piezas. L as piezas a veces
salen defectuosas. La probabilidad de que una pieza salga defectuosa es
0,01.
a) ¢Cual esla probabilidad de que haya piezas defectuosas en un lote
de 50 piezas?
b) ¢Cual esla probabilidad de que haya 2 6 més piezas defectuosas en
dicho lote?



c) ¢Cual esla cantidad esperada de piezas defectuosas en €l lote?
¢Cudl eslavarianza?

Resolucion:

a) El lote esta formado por 50 piezas. Supondremos que las 50 piezas son
independientes, en & sentido de que el hecho de que una pieza sea 0 no defectuosa
no afectala probabilidad de que las otras 10 sean 0 no. Si no asumiéramos esto, no
cumpliriamos con las condiciones del proceso de Bernoulli, por o cual no
podriamos aplicar la distribucién binomial.

X: cantidad de piezas defectuosas en € lote

=> X:Bi(n; p)

con

p=0,01

n =50

L uego:

P(haya piezas defectuosasen el lote) = P(X >0) = 1-P(X <0) = 1-P(X=0)
= 1- comb(n;x).p*(1-p)™ =1 - comb(50;0).0,01°.0,99* = 1-0,60501 = 0,39499

b) Como las condiciones son las mismas, podemos seguir usando la misma variable
aleatoria X que antes, y entonces:

P(haya dos o0 més piezas defectuosasen el lote) = P(X 22) = 1-P(X<2) = 1-
P(X=0)-P(X=1) = 1-0,60501 - 0,30556 = 0,08944

c) Lamediade unavariable binomial esn.py lavarianza es n.p.q es decir n.p.(1-p)
Ex=n.p =205
0% =n.p.(1-p) = 0,495

3) En una determinada ciudad, el 20% de las personastiene el cabello rubio
y €l 80% tiene el cabello negro. En esa poblacion, 6 de cada 10 per sonas son
hombres. Tomando una persona al azar, existe una probabilidad 0,7 de que
esa per sona tenga oj 0Ss 0scur os.

Si en un colectivo hay 20 personas, ¢cudl esla probabilidad de encontrar
mas de 2 mujeresrubias de o0jos clar 0s? ¢Qué suposiciones debe hacer para
poder resolver el problema?

Resolucion:

Este ejemplo lo que pretende es confundirnos con el calculo del p, o bien desviar
nuestra atencion haciala composicion de la poblacion para que no nos demos
cuenta de que en realidad |a pregunta es de naturaleza binomial.

Antes de comenzar, asumiremos gue las personas son independientes y que el
hecho de que la muestra sea tomada sobre un colectivo no afectala composicion.
Ademas tendremos que considerar infinitala cantidad de personas en la ciudad,
pues de lo contrario las caracteristicas de las personas seguin esta planteado el
problema ya no serian independientes. Es decir, si en la ciudad hubiera pocas



personas, el encontrar una persona de 0jos claros en el colectivo haria mas pequefia
la probabilidad de encontrar otras personas de 0jos claros en €l colectivo.

Entonces comenzamos por hallar |a probabilidad de que una persona cumplacon la
condicion, y luego usaremos la distribucion binomial paratrabajar con n personas.
Condiciones. mujer, rubia, 0jos claros

Aqui tenemos que suponer que el sexo y el color de los cabellos y 10s 0jos de una
determinada persona también son independientes. Bajo esa suposicion, podemos
escribir:

P(mujer N rubia N ojosclaros) = P(mujer) . P(rubia) . P(ojosclaros) = 0,4.0,2.
0,3 = 0,024.

Luego si tomamos X: cantidad de mujeres rubias de 0jos claros en el colectivo
Tendremos que X:Bi(n=20; p = 0,024)

LuegoP(X>2) = 1-P(X<2) = 1-P(X=0)-P(X=1)-P(X=2) = 0,01161

4) Se arrojan 3 dados sobre una mesa, y 4 dados sobre otra mesa. ¢Cuél la
probabilidad de que no salga ningun 67?

Resolucion:

Este ggemplo ilustra las propiedades reproductivas de la distribucion binomial.
Podriamos tomar 2 variables binomiales, una para cada mesa, y entonces las dos
tendrian probabilidad 5/6 y la primeratendrian= 3y lasegundan=4.Y luego las
sumariamos para obtener otravariable con lamismap,y n=3+ 4 = 7. Pero esto
es o mismo que directamente considerar una sola variable paralos 7 dados desde
el principio, y de esto nos damos cuenta porque intuitivamente sabemos las
propiedades reproductivas de la distribucion binomial. Pero o haremos de la
primeraforma, pues la manera de resolver la segunda ya ha sido mostrada en los
g emplos anteriores.
Tomamos:

X :Bi(n, =3;,p=5/6)0

Y.Bl_(nY 4,9 5/6) & :Bi(n, =7: p =5/6)

X,Y independientes [
Z=X+Y H

P(queno salganingin 6) = P(Z =0) =4.10°

5) Si setira una moneda una deter minada cantidad de veces, se sabe que la
cantidad de veces que sale cara es una variable binomial cuya mediaes5y
su varianza es 2,5. ¢Diria Ud. que la moneda es honesta?

Resolucion
Para que la moneda sea honesta, |a probabilidad de que salga caratiene que ser 0,5.
Nos dicen que lamoneda setird n veces, y que la cantidad de veces que sali6 cara



fue unavariable binomial cuyamediaes5y su varianzaes 2,5.
Entonces s X es esavariable binomial,
Ex=5 Yy 0% =25
Conlocud
[hp=0.5

0
Mp(l-p) =25

Nos queda un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas. Si 1o resolvemos
obtenemos:

n=10

p=0,5

Y como p = 0,5 concluimos que la moneda es honesta. (Y que setird 10 veces)



Distribucion Geométrica

"¢Cudl eslaprobabilidad de obtener € primer éxito en € intento nimero x?'

S
X:Geom (p)
esdecir: X es unavariable geométrica con parametro p
esdecir: X eslavariable que representa el nimero del intento en & cual se
obtiene € primer éxito en experimentos de Bernoulli independientes cada uno
con probabilidad de éxito p.
entonces:
(1-p* x=21
P(X=X)= %3( P
O O Lotrox
1
E(X)="
P
02 = 1= p
X p2
p esun nimero real entreOy 1
Propiedadesreproductivas
Si tenemos
* mvariables X
* Xi:Geom(p)

* X; independiente de X; parai #

vy=Y x
i=1

entonces.

* Y:Pas(k,p)

* k=m

Es decir, la suma de m variables geométricas independientes, todas con igua p,
resulta ser unavariable de pascal con el mismo p que las anterioresy k dado por la



cantidad de variables geométricas que estamos sumando, es decir, m.

Estrategia

Sabemos gque nos encontramos frente a una distribucién geométrica cuando:

* nos dicen que vamos a repetir un determinado experimento hasta que logremos un
éxito (gjemplo: que vamos arevisar piezas hasta que encontremos una que no sea
defectuosa, 0 que vamos a disparar contra un blanco tantas veces como sea
necesario hasta que acertemos, o que vamos a observar dias hasta que haya un dia
soleado, etc.)

* nos dan o podemos calcular |a probabilidad de tener éxito en cada uno de los
intentos (la probabilidad de que cada pieza sea buena, la probabilidad de acertar
cada vez que disparamos, la probabilidad de que un dia sea soleado, €tc.)

* nos preguntan cudl esla probabilidad de que logremos el objetivo en menos de x
repeticiones, o la probabilidad de que nos tome més de x intentos lograr € objetivo,
o la probabilidad de que |o logremos exactamente en el x-ésimo intento.

La Unicadificultad que esta distribucién puede presentar es €l cllculo dela
probabilidad de tener éxito en cada uno de los intentos. Unavez obtenido ese valor,
tendremos & parametro p de ladistribucion, y € uso de laférmula serdinmediato.

Ladistribucion geométrica en realidad es un caso particular de la distribucion de
Pascal (explicada en la siguiente seccidn). Una variable geométrica puede ser vista
como una variable de Pascal cuyo parametro p es e mismo que € de la geométrica,
y cuyo pardmetro k esigual a 1. De ahi que sumar variables geomeétricas es en
esencia como sumar variables de Pascal, y de ahi que la suma de variables
geométricas es una variable de Pascal. Por esto, si sospechamos que en un
problema tendremos que sumar variables geométricas, puede resultar unaidea
bastante practica considerarlas desde € principio variables de Pascal. De hecho la
distribucion geométrica se ensefia separada de la pascal porque es més facil
aprender del caso particular a caso general.

Una caracteristica de la distribucion geométrica que es importante destacar, eslo
gue se conoce como "falta de memorid'. Se dice que la distribucion geométrica"no
tiene memoria’. Esta caracteristica también latiene su analoga continua, la
distribucion exponencia negativa. ¢De qué se trata? La distribuicion geométrica no
es afectada por |o que vino antes. Es decir, no importa desde cudndo empecemos a
contar, siempre la probabilidad de las distintas cantidades de intentos hasta al canzar
un éxito estara distribuida de la misma forma. No importa si empezamos a contar
justo después de un éxito, o después de una racha de 30 fracasos. Consideremos
por ejemplo que en una determinada ciudad con muy mal clima, cada diatiene una
probabilidad 0,2 de ser soleado. Y nuestro problema consiste en ver cuantos dias
tendremos que esperar paraver un dia soleado. El siguiente calendario muestralos
valores que resultan sdlir:



DOM | LUN MAR MIE JUE VIE SAB

fan S fan S far s ﬁ fan s
1 -"I.'r .-'-.-"' 2-"I.'r .-'-.-"' 3-"I.'r .-"-.-"' 4 5-"I.'r .-"-.-"'

fen s e s Fer s ﬁ Farn s T ﬁ
6-"I.'r ,-"-.-"' 7-"I.'r ,-"-.-"' 8-"I.'r ,-"-.-"' 9 10 L ,-'-.-"' 11 S ,-"-.-"' 12

IIII III -.III I..l-. ﬁ ﬁ IIII III -.III I..l-. Illl III -.III I..l-. IIII III -.III I..l-. ﬁ
137775 |14 15 16477 |a7sad s |18s s |19

Como ladistribucion geométrica no tiene memoria, la cantidad de dias que ibamos
atener que esperar paratener un dia soleado estaba distribuida exactamente igual
tanto después del martes 8 (que veniamos de una racha de 3 dias malos) como
después del martes 15 (que acababamos de tener 2 dias buenos seguidos) como
antes del martes 1 (que ni siquiera sabiamos |o que habia venido antes). Dicho de
otro modo, si hoy es el martes 8 ala noche, y nos preguntan cud es la probabilidad
de que haya que esperar 3 dias hasta el préximo dia soleado, esa probabilidad es
exactamente la misma que la que responderiamos si hoy fuerael martes 15 ala
noche o martes 1 alanoche. Entonces sin importar en la noche de qué dia nos
paremos, siempre la cantidad de dias que tendremos que esperar hasta que haya un
dia soleado esta distribuida exactamente igual porque la distribucion geométrica
no recuerda lo que vino antes.

En ladistribucion binomial, la X tenia probabilidad no nula para un conjunto finito
de valores, comprendidos entre 0 y n inclusive. En cambio la distribucion

geomeétrica tiene probabilidad no nula parainfinitos valores, porque por giemplo no
es imposible tener que repetir € experimento 40 veces para conseguir un éxito. Es
decir que no hay un x maximo parael cual P(X = x) no es nulo (aungue de todos
modos, para x suficientemente grande, P(X = x) resultara despreciable).

Recordemos que para poder utilizar el modelo geométrico necesitamos suponer que
todos los intentos de lograr el objetivo son independientes entre si.

Aspecto



Vemos que cualquier valor apartir del 1 tiene probabilidad no nula. El 1 sempre es
el valor més probable, y luego la probabilidad va descendiendo asintéticamente
hacia el cero, pero nunca se hace cero debido a que no esimposible que &l primer
éxito se acance en € intento 8.385.943

Problemastipicos

1) Necesitamos establecer una conexion. Cada vez que intentamos
conectar nos, tenemos una probabilidad de 0,2 delograr establecer la
conexion.
a) ¢Cual esla probabilidad de que logremos conectar nos en menos de
4 intentos?
b) ¢Cuantas veces es de esperar que tengamos que intentar
conectarnos hasta lograrlo?
¢) Si cada intento noslleva 20 segundosy ademas perdemos 10
segundos entreintento eintento para dear todo listo para volver a
intentar, ¢cuanto tiempo se espera que nos lleve el proceso de
conectarnos?

Resolucion:

a) Laminima cantidad de intentos vaa ser 1. Menos de 4 intentos significa "hasta 3
intentos inclusive'. Es decir que lograr la conexion "en menos de 4 intentos”
significalograrlaen e primer intento o en e segundo o en €l tercero.

Tomamos X:Geom(p = 0,2).

=> P(lograr la conexion en menos de 4 intentos) = P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) =
= p.(1-p)° + p.(1-p)* + p.(1-p)* = 0,488

Otros gercicios de este tipo, alo sumo tendran la dificultad de que € parametro p
no sea dato sino que haya que conseguirlo de diversas otras maneras, como se ve
en e gemplo 3 delabinomial.

b) EX = 1/p =



c) Teniamos:

X: la cantidad de intentos que nos lleva conectarnos

y tomamos:

T: & tiempo que nos lleva el proceso

Entonces podemos poner:

T =20.X+10.(X-1) = 20.X +10.X -10 = 30.X - 10
Como la esperanza es un operador lineal, hacemos:

E[T] = E[30.X - 10] = 30.E[X] - 10 = 140 segundos

2) El 50% de los disparos da en el blanco. ¢Cudl es el minimo de dispar os
gue necesitaremos paratener 90% de confianza de dar en el blanco?

Resolucion:

Si por gjemplo dijéramos que el minimo es 5 disparos, no significa que haciendo 5
disparos se obtendran fallos en las 4 primeras veces y éxito en la quinta. Tampoco
significasiquieraque habra 4 fallosy 1 éxito. Si nuestrarespuestafuera b,
estariamos diciendo que hay probabilidad 0,9 de que € primer éxito se logre en uno
delos primeros 5 disparos. Si el primer éxito se encontrara, por gjemplo, en el 3er
disparo, no nosimporta si luego se logran o no éxitos en el 4to y 5to disparo,
logrando 2 6 incluso 3 éxitos. S6lo nos importa que el primer éxito se encuentre
entre los primeros 5 intentos, porque esa es la Unica condicion que tenemos que
pedir para dar en e blanco en 5 0 menos intentos.

Este problemano es como el anterior, porque en vez de preguntarnos la
probabilidad, nos estan dando la probabilidad y nos estan preguntando cual debe
ser la condicion sobre la variable para encontrar ese valor. En este caso la
condicion es"X <m" y € problema consiste en buscar el m para satisfacer la
probabilidad que nos dan.

Planteamos:
X:Geom(p =0,5)

Queremos hallar m tal que:

P(X<m)=09

Conlo cud € problema se reduce asumar P(X = 1) + ... + P(X = m) hasta alcanzar
0,9. Esdecir:

Y P(X =i)=0,9

i=1

Usando la férmula de la distribucion geomeétrica obtenemos:
P(X = 1) = 0,50000

P(X =2)=0,25000 => P(X <2)=0,75000

P(X =3)=0,12500 => P(X <3)=0,87500

P(X =4)=0,06250 => P(X <4)=0,93750



Con lo cual diremos gque efectuando 4 disparos, tendremos mas del 90% de
confianza de acertar a blanco.

3) Juan y Pedro salen a cazar patos. Cada uno seva por su cuenta, y vuelve
habiendo cazado un pato. La probabilidad de acertar un disparo esde0,2.
¢Cudl esla probabilidad de que entrelos 2 hayan hecho exactamente 8
dispar 0s?

Resolucion:

Este gemplo ilustra las propiedades reproductivas de la distribucion geométrica.
Tomamos:

X: cantidad de disparos hechos por Juan.

Y : cantidad de disparos hechos por Pedro.

Conlo cual:

X:Geom(p =0,2)

Y:Geom(p=0,2)

Y gueremos obtener:

Z=X+Y

Suponiendo gue los dos amigos son estadisticamente independientes, tenemos que:
Z:Pask=2;p=0,2

L uego usamos la férmula de Pascal (se da en la siguiente seccion) y obtenemos:
P(Zz=8) = 0,0734

4) En el acoplamiento de una estacion espacial, €l 20% de losintentos es
exitoso. Calculela probabilidad de que:
a) selogre el acoplamiento en 3 6 menos intentos
b) selogre el acoplamiento en 10 0 menos intentos, sabiendo que se
fall6 en losprimeros 7.
C) ¢qué conclusion puede sacar delosresultados obtenidosen ay b?

Resolucion:

a) Llamando X alavariable aleatoriaala cantidad de intentos necesarios hasta
lograr €l acoplamiento, queda:

X:Geom(p=0,2)

Conlo cual:

PX=3) = PX=1D)+PX=2)+P(X=3) = 0,488

b) Bajo las mismas condiciones que teniamos en a



> P(x =i)

i=8

1- Y P(X =)

P(X<100X>7) _ P(7<X <10) _
P(X>7) P(X>7)

_ 010234 _
0,20072

P =104 5 )=

c) Observamos que la probabilidad de que se necesiten 3 6 menos intentos, sin
saber qué habia pasado antes, esigual ala probabilidad de que se necesiten 3 0
menos intentos mas, sabiendo que acaba de haber 7 fracasos seguidos.

Esto nos muestra que la distribucion geométrica no tiene memoria, porque puedo
pararme antes de cualquier intento, y la probabilidad de que la cantidad de intentos
necesarios cumplatal o cual condicién a partir de ese momento eslamisma, sin
importar a partir de cuando comencemos a contar.



Distribucion de Pascal

"¢Cudl eslaprobabilidad de obtener €l k-ésimo éxito en € intento nimero x?"

S
X:Pas(k; p)

es decir: X esunavariable de pascal con parametrosk y p
esdecir: X eslavariable que representa el nimero del intento en & cual se
obtiene €l éxito nimero k en experimentos de Bernoulli independientes cada

uno con probabilidad de éxito p

] -1 K (1— n\xkK
P(X =%) =k —1% {d=p
- 0

entonces:
E(x)=K
P
X ?

K es un nimero natural
p esun nimero real entreOy 1

Propiedadesreproductivas

S tenemos
* mvariables X;

¢ Xi:PaS(ki,p)
* Xi independiente de X; parai #

Y:z X
i=1

entonces:

¢ Y:Pas(ky,p)

atro x



Es decir, lasuma de m variables de pasca independientes cadaunaconigual py
con su propio k resulta ser unavariable de pascal con el mismo p que las anteriores
y k dado por lasumade los k de las variables originales.

Estrategia

Sabemos gue nos encontramos frente a una distribucién de pascal cuando:

* nos describen un experimento de Bernoulli (probabilidad de que una determinada
pieza sea defectuosa: 0,2; probabilidad de que una operacion resulte exitosa 0,9;
etc.)

* nos dicen que vamos a seguir hasta el k-ésimo éxito (hasta que encontremos 500
piezas no falladas; hastalograr 8 operaciones exitosas; €etc.)

* nos preguntan cudl esla probabilidad de que logremos el objetivo en menos de x
repeticiones, o la probabilidad de que nos tome més de x intentos lograr €l objetivo,
o la probabilidad de que |o logremos exactamente en el x-ésimo intento.

Al igual que sucedia con labinomial, la principal dificultad con la distribucién de
Pascal, una vez reconocida, puede consistir en conseguir la probabilidad de que un
Intento resulte exitoso. Luego para averiguar la cantidad de intentos necesarios para
obtener k éxitos e uso de laformula es bastante inmediato.

Existe un caso particular de la distribucion de Pascal, denominado distribucion
geomeétrica. Dicha distribucion es una Pascal enlacual k = 1. Por eso la
distribucion geomeétrica sdlo tiene el parametro p. Generalmente y a menos que el
problema sea demasiado obvio, no conviene hablar de las distribuciones geométrica
y de Pascal como cosas distintas. De hecho |a suma de variables geométricas da
unavariable de Pascal. Y esto no es sorprendente, porque al sumar las variables de
Pascal deigual p se obtiene otra variable de pascal con lasumade las k. Entonces
la suma de 8 variables geométricas con un determinado p resulta ser unavariable de
Pascal con k =8 (y con el mismo p que las geométricas). Esperar 8 veces atener
un éxito (8 geomeétricas) es como esperar, empezando de cero, hasta €l 8vo éxito
(Pascal conk = 8).

En ladistribucion binomial, la X tenia probabilidad no nula para un conjunto finito
de valores, comprendidos entre 0 y n inclusive. En cambio la distribucién de Pascal
tiene probabilidad no nula parainfinitos valores, porque por g emplo no es
imposible que € éxito nimero 28 se consiga en € intento 35.432.323. Es decir que



no hay un x maximo parael cual P(X=x) no es nulo (aunque de todos modos, para
x suficientemente grande, P(X=x) resultara despreciable).

Pero si hay un x minimo para el cual |a probabilidad es no nula, porque por
giemplo & éxito nimero 8 no puede ser obtenido en € intento nimero 5. Resulta
Importante recordar esto, especiamente cuando se trabgja con sumatorias que
contienen probabilidades de pascal, para no cometer el error conceptual de incluir
en la sumatoria términos en los cuales x<k gue en consecuencia serén nulos. Esto
se ve maés claramente en uno de los giemplos.

Por ultimo recordemos que para poder aplicar la distribucion de Pascal es necesario
gue todos los intentos sean independientes.

Aspecto

El cero, y todos los valores menores que k, tienen probabilidad nula, debido a que
k esla cantidad minima de intentos paralograr k éxitos. A partir dek, la
probabilidad crece con mayor o menor velocidad dependiendo de p, y luego de
llegar a valor mas probable, decrece lentay asintéticamente haciael O.

Problemastipicos

1) Arrojo un dado hasta que obtengo por cuartavez un 2. ;Cual esla
probabilidad de quelo haya arrojado 10 veces?

Resolucion:

Suponiendo que todas las veces que arrojo el dado son independientes, y que €l
dado es honesto, y que la distribucion de probabilidad de sus caras se mantiene
constante, puedo tomar:

X:Pask=4;p=")

P(X =10) = comb(x-1,k-1).p*.(1-p)** = comb(9,3).(*/s)*.(°/s)® = 0,02171



2) En cada transmision se envia un paquete de informacion. ElI 90% de los
paquetes se transmite correctamente. Se necesita enviar 10 paquetes. Si un
pagquete no se transmitio correctamente, serepite la transmision hasta que se
reciba correctamente. Calcule la probabilidad de:
a) Emplear 8 transmisiones para completar el trabajo.

b) Emplear menos de 13 transmisiones para completar el trabajo.

c) Si cadatransmisién toma 20 Hs, y se pierden 10 U sluego de cada

transmision preparando la siguiente, ¢cuanto tiempo es de esperar que

tome completar el trabajo?

Resolucion:

a) Esimposible usar menos de k transmisiones paralograr k éxitos => P=0
b) Tomamos:

X: cantidad de transmisiones necesarias para enviar los 10 paguetes.
Conlo cual:

X:Pastkk=10;p=0,9)

P(X <13) = z P(X =1i)

i=0

Pero son necesarias al menos k transmisiones, con lo cual

X P(X =i)= i P(X =i)=P(X =10)+ P(X =11)+ P(X =12) = 0,88913
i=0 i=10

c) Teniamos:
X: la cantidad de transmisiones necesarias para completar € trabajo.
y tomamos:
T: € tiempo que nos lleva completar € trabgo

Entonces podemos poner:
T =20.X+10.(X-1) = 20.X +10.X -10 = 30.X - 10
Como la esperanza es un operador lineal, hacemos:

E[T] = E[30.X - 10] = 30.E[X] - 10

Como X esunavariable de pascal, Ex = */, = 11,111

Entonces:

E[T] = 30.Ex - 10 = 323,33 Hs

3) Juan y Pedro revisan cada uno una bolsa de tornillos surtidos. El 10% de
lostornillos sirven. Juan necesita 6 tornillos, y Pedro necesita 8. ¢Cuantos
tornillos estima Ud. que revisar an entre los dos hasta encontrar cada uno lo
gue necesita?

Resolucion:

Este ggemplo ilustralas propiedades reproductivas de la distribucion de Pascal.
Vemos que la cantidad de tornillos que revisara Juan hasta que encuentre lo que
necesita es una variable de pascal X:Pas(p=0,1; k =6). Y lacantidad que revisara



Pedro hasta que encuentre lo que necesita es una variable de pascal Y:Pas(p=0,1;
k = 8). Visto que las p son iguales, y considerando a X e Y independientes,
podemos establecer que si la cantidad de tornillos que revisaran entre los dos es Z
= X + Y entonces sabremos que Z:Pas(p = 0,1 ; k = 14). Luego Ez =*/ , = 140.

Este material se encuentraen etapa de correccion y no debera ser
considerado unaversion final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandroD. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Version Actualizada al: 12 dejulio de 2004
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CAPITULOV

Proceso de Poisson

Es un proceso que consiste en considerar un continuo, en el cual ocurren eventos.
Si por g emplo consideramos la cantidad de fallas que una maguinatiene en 3 horas,
el continuo es e tiempo, y los eventos son las fallas de la maquina. Otro g emplo
puede ser considerar la cantidad de muertes por determinada enfermedad en un afio.
Pero el continuo a que nos referimos no tiene necesariamente que ser tiempo. Por
gjemplo podemos considerar un rollo de tela de 100 metros de longitud y contar la
cantidad de manchas en ese tramo. En ese ggemplo, € continuo eslatelay los
eventos las manchas.

Se definen las siguientes variables:
* T :lalongitud de un intervalo del continuo que va a estudiarse.
* k : lacantidad de eventos que hay en ese intervalo.
* A : lacantidad esperada de eventos por unidad de tiempo (intensidad).

Ejemplo
Si una méaguina falla habitualmente en promedio 2 veces por hora, y la controlamos
durante determinadas 3 horasy falla 7 veces, tenemos:

* T =3 horas

* k =7 eventos

* A = 2 eventos/ hora

Generalmente conocemos € valor de A, y entonces nos preguntamos cuantos
eventos obtendremos en una determinada cantidad de tiempo, o cuanto tiempo
tendremos que esperar hasta observar una determinada cantidad de eventos.
De esta forma obtenemos 2 distribuciones:

* Poisson: consiste en preguntar por la cantidad de eventos en el periodo T. Es
decir, dado T, calcular la distribucion de k.

* Gamma: consiste en preguntar por la cantidad de tiempo necesario hasta observar
k eventos. Es decir, dado k, calcular ladistribucion de T.



Y ademas:
* Exponencia negativa: caso particular de Gamma cuando k = 1, es decir, consiste
en preguntar por la cantidad de tiempo necesaria hasta obtener el primer evento.



Distribucion de Poisson

"¢Cud eslaprobabilidad de obtener x eventos en € interval o estudiado?’

Si bien el proceso de Poisson trabaja con los parametros T (longitud del interval o)
y A (intensidad), la distribucién de Poisson usa solamente el parametro L = AT
Como T eslalongitud del intervalo, y A esla cantidad esperada de eventos por

unidad de tiempo, entonces M resulta ser lamedia. Es decir que esta distribucion
tiene la caracteristica de que su mediaresultavaler directamente lo mismo que valga

el parametro M.

S
X:Pois(M)
es decir: X esuna variable Poisson con media .
esdecir: X eslavariable que representa la cantidad de eventos obtenidos en
un intervalo delongitud T e intensidad A.
entonces:
LAt
o — BE x20
P(X=x) =0 x
5 0 x<0
E(X)=H
02 =W

M es un nimero real positivo

Propiedadesreproductivas

S tenemos
* mvariables X
* Xi:Pois(H)
* Xi independiente de X; parai # |

Y = z X
. i=1

entonces.
* Y:Pois(H,)



p-y = z Mi
N i=1

Es decir, la suma de m variables Poisson independientes cada una con su propio M

resulta ser una variable Poisson con K dado por lasumade los M delas variables
originales.

Estrategia

Sabemos gue nos encontramos frente a la necesidad de emplear una distribucion
Poisson cuando existe un determinado intervalo en el cual suceden eventos, y
necesitamos calcular cuantos eventos sucederan en dicho intervalo.

Puede ser que nos den lalongitud del intervalo y laintensidad, o que directamente
nos den lamedia.

* Cuando nosdan lalongitud del intervalo y laintensidad:

* T. El interval o es continuo, pero no tiene por qué necesariamente ser
tiempo. Ejemplos de intervalos: 2 horas, 3 metros detela, 10 km. de unaruta,
etc. Siempre serd un nimero multiplicado por una unidad de medida, o algo
gue deba ser interpretado o tomado como una unidad de medida.

* A, Laintensidad es la cantidad esperada de eventos por unidad de tiempo.
Ejemplos de intensidades: 4 visitantes por hora, 5 fallas por metro detela, 3
baches por km., etc. Vemos que siempre sus unidades seran una unidad de
evento(visitantes, fallas, baches, etc.) dividida por una unidad de medida del
mismo tipo que ladel intervalo (Es decir, s €l intervalo es 3 metros de tela, es
decir, longitud de tela, laintensidad debera ser una cierta cantidad de algo por
unidad de longitud de latela, por ggemplo 5 fallas por metro de tela).

Si nosdieran laintensidad al revés (Ej.: en vez de >/, "3 *oane) SOlO hay
gue acomodarla haciendo 1 sobre eso.

* Luego podremos obtener lamediacomo K = A.T. Lamedia quedara del
estilo 8 visitantes, 15 fallas, 30 baches, etc. Siempre su unidad serdlamisma
gue la unidad de evento que aparecia en € numerador de laintensidad.

* Cuando nos dan directamente la media: puede ser que directamente nos digan el
valor delamedia, o0 que nos digan, por g emplo, "3 errores por pagina’, en un
contexto donde se sobreentiende que estamos hablando de una (y solo una) pagina

Notemos gque laen lamediaya estan "incluidos' tanto laintensidad como la
duracién, y por lo tanto una distribucion con 2 eventos/hora en 5 horas, sera
idéntica a una distribucion con 1 evento/horaen 10 horas.

Unavez determinadalamedia, € problemayano tiene muchadificultad. No
debemos olvidar suponer que el hecho de que en un determinado momento ocurra
un evento, no nos afecta la probabilidad de tener 0 no mas eventos, y cuando



ocurriran.

Si X esunavariable de Poisson, P(X = x) tendravalor no nulo U x U [0 ; +]. Para
x <0, laprobabilidad es nula. Vemos que los valores con probabilidad no nula
estan acotados inferiormente, pero no superiormente. No esimposible que en 2
horas halla 4039483 fallas.

Aspecto

H=1 H=25
H=5

il

10

Problemastipicos

1) A un comercio llegan en promedio 12 clientes por hora. El duefio debe
salir durante 15 minutos a hacer unadiligencia.

a) ¢Cual esla probabilidad de que no pierda ningun cliente?

b) ¢Cual esla probabilidad de que pierda 4 clientes?

c) ¢Cudl esla probabilidad de que pierda 2 6 mas clientes?

Resolucion:

a) Debemos comenzar por advertir que tenemos un continuo (el tiempo) en el cual
van allegar clientes (eventos). Y ademés conocemos tanto lalongitud del intervalo
(15 minutos) como la cantidad esperada de eventos por unidad de tiempo (/o

)-

Entonces la cantidad de clientes que van allegar en €l intervalo estudiado (los 15



minutos en que e duefio no estd) estd dada por una distribucion Poisson con media
H=AT.

12 clientes D’L5 minutos _ 12 clientes D15 minutos

M= AT = ‘
hora 60 minutos

= 3clientes

Luego definimos la variable aeatoria X:Pois(H = 3). Notemos que la"unidad” del M
es "clientes’, esdecir, "eventos', y que esto yatiene incluidos lalongitud del
intervalo y laintensidad. Entonces por g emplo una variable Poisson con periodo 2
horas e intensidad 3 eventos por hora, esta distribuida exactamente igual que una
variable Poisson con periodo 1 hora e intensidad 6 eventos por hora.

Y X -3 20
px=x=2"" = px=0=2 "3 =004979

Nos piden la probabilidad de no perder ningun cliente, es decir, |a probabilidad de
gue en €l intervalo estudiado no llegue ningun cliente, es decir, la probabilidad de
que X =0.

b) Bajo las mismas condiciones del problema anterior, ahora nos preguntan la

probabilidad de que en € intervalo estudiado lleguen 4 clientes.
el intervalo estudiado

[15 mmutnsj

N/

hubo 4 eventos (X =

es.3

P(X =4) = =0,16803

c) Bajo las mismas condiciones del problema anterior, ahora nos preguntan la
probabilidad de que en €l intervalo estudiado lleguen 2 6 mas clientes.

PX 22)=1-P(X <2)=1-P(X =0)-PXX = 1) =0,80085

2) Una deter minada maquina necesita ser reparada, en promedio, 8 veces
por dia. ¢Cudl esla probabilidad de quetenga que ser reparada menosde 3
veces?

Resolucion:

Tenemos que comenzar por ver que no nos dan el intervalo en forma explicita.
Tendremos gue asumir que se refieren aun dia.

Ademas hay otra suposicion que también hacemos: durante el tiempo en que la
maguina esta siendo reparada, no esta funcionando. Por |o tanto no se puede
romper mientras se la esta reparando. Por |o tanto mientras esté siendo reparada no
hay eventos. Y entonces el hecho de que haya habido un evento nos va a afectar la



probabilidad de otros eventos, porque durante un tiempo después de €l sabemos
gue no podra haber eventos (porque la maguina estara siendo reparaday por 1o
tanto estara deteniday no habra nuevas roturas). Para salvar esta situacion, vamos a
suponer que e tiempo que se tarda en reparar la maguina es muy corto y lo vamos a
considerar despreciable.

P(X<3)=P(X=0)+P(X =1) + P(X =2) =0,01375

3) En una ciudad hay en promedio 5 tormentas por afno.
a) ¢Cual esla cantidad esperada de tor mentas en un deter minado afno?
b) ¢Cual eslavarianza?
c) ¢Cudl esla cantidad més probable de tor mentas en un deter minado
ano?

Resolucion:

a) En ladistribucion de Poisson, la media coincide con el parametro H. La cantidad
esperada de tormentas en un afio cualquieraes 5.

b) En la distribucién de Poisson, |a varianza también coincide con lamediay €
pardmetro m. Por |o tanto también es 5.

c) Aqui es necesario diferenciar entre mediay valor més probable. Para una
distribucién discreta como la de Poisson, la media no es otra cosa que € promedio
ponderado por la probabilidad entre todos los valores posibles. En cambio el valor
mas probable es el valor x tal que P(X = x) es el méximo posible. Es decir, es el
valor que mas probabilidad tiene de ocurrir. Por ggemplo en un dado, lamediaes 1."/
s + ... + 6."s = 3,5. Lamedia es 3,5 aunque es imposible que obtengamos 3,5 al
arrojar un dado. En cambio entre todos los val ores posibles que pueden salir en un
dado, la probabilidad mas alta que algun valor tiene es ‘/s. Por eso 1os 6 nimeros
del dado son todos "el valor mas probable’. Volviendo a problema, una primera
aproximacion seria calcular P(X = x) paravarios valores de X, con lo cual
obtendriamos algo asi:

Veriamos que los valores de x que maximizan P(X = x) son el 4y e 5. Entonces
los valores mas probablesson el 4y €l 5.

De hecho, en la distribucion de Poisson se verificaque si € parametro K es entero,



entonces | os valores mas probables son siempre 2:
Mo H-1

4) Un circuito falla, en promedio, 2 veces por hora.
a) Calcular cudl es el tiempo que podra funcionar tal quela
probabilidad de que no falle sea de 0,88.
b) Responder a con una cantidad entera de minutos.

Resolucion:

a) Si X es una variable distribuida seguin Poisson que consista en la cantidad de
fallas que tiene € circuito en un determinado periodo, entonces estamos buscando:
P(X =0)

Si lavariable esta distribuida segun Poisson, tendra su parametro m. Si nos
preguntaran cua eslamediatal que laprobabilidad de que no falle seade 0,9
hariamos:

~K(g0
px=0=°5"

=0880 e* =081 —1 =In(0,88) U M =012783

Pero nos estan preguntando acerca de la cantidad de tiempo, es decir de T.
Sabemosque M = AT =>T =¥/,

A eradato(?™=/iy.) y M o acabamos de calcular (0,12783 fallas).
T=M_ 012783 fallas 0 hora _ 0,063917 horas

N 2 fallas

Esto nos dice que haciendo a circuito andar durante 0,063917 horas, hay
probabilidad 0,88 de que no haya ningunafalla.

b) El problema es el mismo gque en a, pero nos estan pidiendo algo sobre €l
resultado: una cantidad ENTERA de minutos. Tendremos que transformar un valor
no entero en algo entero. Como el tiempo es continuo, no hay problema en indicar
algo como 0,063917 horas. Pero en cosas de naturaleza entera, por gemplo la
cantidad de intentos, no podemos informar como resultado un valor no entero. Es
entonces cuando nos encontramos frente a problema de redondear.

Veamos:

1 hora 60 minutos

0,063917 horas 60 . 0,063917 minutos = 3,835 minutos

Tenemos gque redondear. ¢Informaremos 3 0 4 minutos?. Podriamos decir que
como el nimero esta més cercadel 4 que del 3, larespuesta es 4. Pero eso conlleva
un error conceptual. Pensemos en la naturaleza del problema. 3,835 minutos
garantizan que la probabilidad de que no hayafallas es 0,88. S tomamos mas
tiempo, la probabilidad de que no hayafallas es menor. Y nos pidieron 0,88. No
podemos dar una respuesta que nos de una probabilidad menor que la que nos



pidieron. Entonces la respuesta tiene que ser 3.

Si tomaramos 4 minutos, la probabilidad de que en 4 minutos no hayafallas es
menor que 0,88 y no podemos dar un resultado con una probabilidad menor que la
gue nos pidieron. Por |o tanto, aunque 3,835 esté més cercadel 4 que del 3,
tenemos que responder 3.

5) Setienen 3 gallinas. Una de ellas pone en promedio 2 huevos por dia. Otra
pone en promedio 3 huevos por dia. Larestante pone en promedio 4 huevos
por dia. ¢Cual esla probabilidad de que en un determinado dia se produzcan
exactamente 10 huevos?

Resolucion:

Este ggemplo ilustralas propiedades reproductivas de la distribucién Poisson.
Vamos a asumir que las gallinas ponen huevos independientemente, es decir, que la
cantidad de huevos que pone una gallina no influenciala cantidad de huevos que
ponen las otras.

Tenemos:

X1:PoiS(U1 = 2)

Xz:Pois(M, = 3)

Xs:Pois(M; = 4)

Y =X1+ X2+ X3

Conlo cual Y:Pois(Hy) Donde My = Hi+ K+ M3 = 9. Luego:

-9 010
p(x =10)=& 9 =011858
10




Distribucion Exponencial Negativa

"¢:Cud eslaprobabilidad de tener que esperar x tiempo hasta obtener €l primer
evento?

S
X:ExpNeg(A)
es decir: X es unavariable Exponencia Negativa con intensidad A.
esdecir: X eslavariable que representa e tiempo que hay que esperar hasta
obtener e primer evento en un continuo con intensidad de eventos A,
entonces:
_Le™ x>0
f.(X)=0
10 x=0
_1
E(X)= o~
02 = 1
X A2

A esun nimero read positivo

Propiedadesreproductivas

S tenemos
* mvariables X
* Xi:ExpNeg(M)
* Xi independiente de X; parai # j

Y:z X
i=1

entonces:
* Y:Gamma(k,\)
* k=m

Es decir, la suma de m variables exponenciales independientes, todas con igual A,

resulta ser unavariable gammacon € mismo A que las anterioresy k dado por la
cantidad de variables exponencial es que estamos sumando, es decir, m.



Estrategia

Sabemos que nos encontramos frente a una distribucion exponencial negativa
cuando:

* nos describen un continuo en el cual suceden eventos, como por gjemplo visitas a
lo largo de un dia, defectos alo largo de unatela, fallas de un circuito alo largo de
un determinado periodo, etc.

* nos dicen que vamos a continuar observando hasta que suceda el primer evento.
Ejemplo: hasta que llegue unavisita, hasta que encontremos un defecto en latela,
hasta que €l circuito falle, etc. Y también lo pueden decir al revés. mientras no llegue
ningunavisita, mientras no encontremos un defecto en latela, mientras el circuito no
fale, etc.

* nos dan o nos permiten calcular la frecuencia promedio con que |o eventos

suceden (M). Ejemplo: 3 visitas cada 15 minutos, 2 defectos por metro de tela, 3
fallas del circuito por dia.

* nos preguntan acerca del tiempo, por gjemplo: cud es la probabilidad de que el
evento suceda en menos de x tiempo, la probabilidad de que tome mas de x tiempo,
etc.

Es importante saber que en un proceso Poisson, €l interval o de tiempo entre dos
eventos consecutivos es siempre una variable exponencial negativa.

Otra caracteristica de la distribucion exponencial que es importante destacar, eslo
que se conoce como "falta de memoria'. Se dice que la distribucién exponencial
"no tiene memoria'. Esta caracteristicatambién latiene su andloga discreta, la
distribucion geométrica. ¢De qué se trata? La distribucion exponencia no es
afectada por lo que vino antes. Es decir, no importa desde cuando empecemos a
contar, siempre la cantidad de tiempo que transcurrira hasta que suceda el primer
evento esta distribuido de la mismaforma. Dicho de otro modo, |a probabilidad de
gue haya que esperar una determinada cantidad de tiempo hasta que haya un evento
seralamisma, tanto si empezamos a contar desde justo después de un evento como
luego de unalargarachasin eventos. Por g emplo veamos el siguiente continuo en €
cual ocurren eventos:

ia ih iI:
Si nos paramos en t, y Nos preguntamos como estara distribuido el tiempo que hay
gue esperar hasta tener un evento (luego de un gran periodo sin eventos), ese



tiempo estara distribuido probabilisticamente igual que el tiempo que habra que
esperar si estamos parados en t. (donde acaban de suceder dos eventos
précticamente seguidos) y también estara distribuido igual que € tiempo que habra
que esperar si estamos parados en t. (donde ni siquiera sabemos o que paso antes).
Entonces sin importar donde nos paremos, siempre la cantidad de tiempo que hay
que esperar hasta el proximo evento esta distribuida exactamente igual porquela
distribucién exponencia negativa no recuerda lo que vino antes.

Ladistribucion exponencia negativa en realidad es un caso particular dela
distribucion gamma. Una variable exponencia puede ser vista como unavariable

gamma cuyo pardmetro A es el mismo que € de laexponencial, y cuyo pardmetro k
esigual al. De ahi que sumar variables exponencial es es en esencia como sumar
variables gamma, y de ahi que la suma de variables exponenciaes ES unavariable
gamma. Por esto, si sospechamos que en un problema tendremos que sumar
variables exponenciales, puede resultar unaidea bastante préctica considerarlas
desde € principio variables gamma. De hecho la distribucion exponencial se ensefia
separada de la gamma porque es mas facil aprender del caso particular a caso
generd.

La distribucion exponencial es no nula para todos |os tiempos mayores a cero,
porque esimposible tener que esperar un tiempo negativo hasta el primer (o
proximo) evento, pero no es imposible tener que esperar cualquier tiempo arbitrario
por mas grande que éste sea. Pero también es cierto que la probabilidad de tener
gue esperar un tiempo muy grande se hace despreciable.

Aspecto

£fx
o.z2

)

£ 3 G & 10
Vemos que cualquier valor apartir del 0 tiene probabilidad no nula. El 0 sera4
siempre el méximo de lafuncién de densidad, y luego la probabilidad va
descendiendo en forma asintotica hacia el cero, pero nunca se hace cero debido a
gue no esimposible que & primer evento ocurra en un tiempo arbitrariamente
grande.



Problemastipicos

1) En promedio vienen 3 colectivos por hora, distribuidos segin un proceso
Poisson. ¢Cual esla probabilidad de tener que esperar €l colectivo mas de
20 minutos?

Resolucion:
Si lallegada de los colectivos puede ser vista como eventos en un continuo
distribuidos segun Poisson, entonces el tiempo de espera a llegar ala parada puede
asociarse a unavariable exponencial negativa. Laintensidad del proceso esde 3
colectivos por hora, es decir, 3 eventos cada 60 minutos. Por lo tanto A = 0,05.

Si lavariable exponencial negativa ala que haciamos referencia, es decir, € tiempo
de espera hasta el primer evento (que venga un colectivo) es X, entonces:
X:ExpNeg(A = 0,05)

P(esperar mas de 20 minutos) = P(X > 20) = J;w A.e™dx = 0,36787944

2) La duracion de unalamparita esta distribuida en forma exponencial
negativa con una media de 300 horas. Calcule la probabilidad de que una
lamparita:

a) dure mas de 100 horas.

b) dure mas de 500 hor as, sabiendo que duré mas de 400 hor as.

C) ¢qué conclusion puede sacar delosresultados obtenidosen ay b?

Resolucion:

a) Llamando X alavariable aleatoria asociada ala duracion de lalamparita, s la
media es 300 horas, entonces Ex = 300 => A = 1/Ex = 1/300. Como X esta
distribuida en forma exponencial negativa, tenemos quefx = A.e® paraX >0, con lo
cud:

P(X >100) = J’m: f.dx :J’loz A.e™.dx = 0,71653131

b) Bajo las mismas condiciones que teniamos en a

P(X >500 X >400) _ P(X >500) _ J, e ek

p(X >500 = =0,71653131
( A > 400) P(X > 400) P(X>400) ) ek
400

c) Observamos que la probabilidad de que dure mas de 100 horas maés, sin saber



gué habia pasado antes esigual ala probabilidad de que dure mas de 100 horas
mas, sabiendo que venia durando mas de 400. Esto nos muestra que la distribucion
exponencial negativa no tiene memoria, porque puedo pararme en cualquier punto
del continuo, y la probabilidad de que la duracién de lalamparitacumplatal o cua
condicion a partir de ese momento es la misma, sin importar a partir de gqué punto
comencemos a medir.

3) En unatela, lasfallas se distribuyen segiin un proceso Poisson, a razén de
1 falla cada 15 metros. ¢Cudl esla probabilidad de que |la distanciaentrela 4
@ fallay la 5 falla sea mayor a un metro?

Resolucion:

Este ggemplo muestra que, en un proceso Poisson, € intervalo entre dos eventos
consecutivos es una variable exponencial negativa.

Entonces La distancia entre dos fallas consecutivas (sean éstas la 4°y la5® u otras

dos consecutivas cualesquiera) es una variable exponencial negativacon A = Yus.
P(X >1) = jl“” fy.dX :jl“’" A.e™.dx = 0,9355

4) Setiene un determinado sistema que funciona a baterias. La duracion de
cada bateria es una variable aleatoria exponencial negativa, y su media es 10
horas. Cuando una bateria se gasta, se reemplaza con otra. Si setienen 4
baterias, calculela probabilidad de que las bater ias alcancen para menos de
40 horas.

Resolucion:

Asumiendo gue las baterias son independientes, tenemos 4 variables exponenciales
negativas, independientes e idénticamente distribuidas. Como en la distribucion
exponencial negativa el pardmetro intensidad A eslainversade lamedia, entonces A,
gue supondremos igual paralas 4 baterias, es 0,1. Tenemos:

Xi:ExpNeg(A =0,1) con i U[1;4]

Y=2M

Lasuma de n variables exponenciales negativas independientesy con igual A esuna
variable gagmmacon k = ny & mismo A que las exponenciales. Con lo cual:
Y:Gammak =4: A =0,1)

Y nos piden:

a0 A (AX) 1™
P(Y <40) =
o= 200

Conk =4y A =0,1. Usando larelacion entre la distribucion gammay la
distribucion de Poisson descripta en la siguiente seccién, podemos obtener el valor

dx




delaintegral tomando Z:Pois(H), con U = 40 A = 4,y haciendo:

A =S ez =iya-S Pz = =- S 21— €4 2o sees3
(Z=1i) (Z =)




Distribucion Gamma

"¢:Cud eslaprobabilidad de tener que esperar x tiempo hasta obtener el k-ésimo
evento?

S
X:Gamma(A ; k)
es decir: X es una variable Gamma con pardmetros A y k.
esdecir: X eslavariable que representa e tiempo que hay que esperar hasta
obtener el evento nimero k, en un continuo con intensidad de eventos A,
entonces:
}\X k-1 e_}\X
L >0
=0 Tk
0 X=0
_k
E(X) X
02 = K
X A2

A esun nimero real positivo
Kk es un nimero natural
[ (k) parak natural vale (k-1)!

E“ f (X)dx = 1—SP(Y=i)

Parafacilitar e calculo puede resultar Gtil:

donde X eslavariable gamma con la que estamos trabgjando, e Y esuna
variable de Poisson con K =A . xo

Propiedadesreproductivas

S tenemos
* mvariables X;



* X::Gamma(A k)
* Xi independiente de X; parai # |

Y:z Xi
i=1

entonces.
* Y:Gamma(A ky)

k=2 k
i=1

Es decir, la suma de m variables gamma independientes, todas con igual A, resulta

ser unavariable gammacon & mismo A que las anteriores y k dado por la sumade
los k de las variables originales.

Célculo

Como lafuncion de densidad de la distribucion gamma no es sencilla de integrar, se
usa unaformaaternativa de calcularla.

La probabilidad de que € tiempo que se tarda en obtener el k-ésimo evento sea
menor que Xo, esigual ala probabilidad de que en un intervalo de duracion X. hayak
0 més eventos (recomendamos dedicar un momento a comprender dicha
afirmacion).

Entonces Fx(Xo) = 1 - Fv(k-1), donde X es una variable gamma con pardmetros A y
k, e Y esunavariable de Poisson con pardmetro 1 = A | ..

Reemplazando las F's por sus definiciones, gueda una expresion conveniente para
cacular:

j:"fx(x)dx = 1—§P(Y:i)
i=0
y también puede ser Util:

[F dx = f P(Y =i)

De esta forma podemos calcular probabilidades de una distribucion gamma
recurriendo a las cuentas que se usan para la distribucion Poisson, que son mucho
mas sencillas.

Estrategia



Sabemos que nos encontramos frente a una distribucién gamma cuando:

* nos describen un continuo en el cual suceden eventos, como por gjemplo visitasa
lo largo de un dia, defectos alo largo de unatela, fallas de un circuito alo largo de
un determinado periodo, etc.

* nos dicen que vamos a continuar observando hasta que suceda una determinada
cantidad de eventos. Ejemplo: hasta que lleguen 5 visitas, hasta que encontremos 10
defectos en latela, hasta que € circuito falle por Stavez, etc.

* nos dan o nos permiten calcular la frecuencia promedio con que los eventos

suceden (M). Ejemplo: 3 visitas cada 15 minutos, 2 defectos por metro de tela, 3
fallasdel circuito por dia.

* nos preguntan acerca del tiempo, por g emplo: cud eslaprobabilidad de quela
cantidad de eventos indicada suceda en menos de x tiempo, la probabilidad de que
tome més de x tiempo, etc.

En lafuncién de densidad de la distribucién gamma, aparece en e denominador la
funcion I', "funcion gamma''. Para nlimeros naturales, esta funcion se transforma en
lafuncion factorial, luego de restarle 1 a nimero. Ejemplo: I'(5) = 4!. En el caso

F(k)=[" x'e*dx
general, 0

Pero como en ladistribucién gammak siempre es natural, no utilizaremos dicha
definicion y adoptaremos I' (k) = (k-1)!

Como vimos antes, la distribucion gammatiene un caso particular interesante: la
distribucion exponencia negativa. Dichadistribucion es unagammaen la cual k=1.
Por eso la distribucién exponencial negativa solo tiene el pardmetro A . Generalmente
y amenos gque el problema sea demasiado obvio, no conviene hablar de las
distribuciones exponencia negativay gamma como cosas distintas. De hecho la
suma de variables exponenciales da una variable gamma. Y esto no es sorprendente,
porque al sumar las variables gammadeigua A se obtiene otra variable gamma con
lasumadelas A. Entonces la suma de 8 variables exponenciales con un

determinado A resulta ser una variable gammacon k = 8 (y con € mismo A quelas
exponenciales). Visto de otraforma, como en un proceso de Poisson €l intervalo de
tiempo entre dos eventos consecutivos esta distribuido exponencia mente, entonces
es natural que la distribucién gamma (tiempo hasta k eventos) sea en esenciauna
suma de variables exponencial es negativas independientes. Esperar k veces hasta
gue ocurra un evento (k exponenciales) eslo mismo que esperar hasta el k-ésimo
evento (gamma).

L a distribucion gamma es no nula para todos |os tiempos mayores a cero, porque
es imposible tener que esperar un tiempo negativo hasta que sucedan eventos, pero
no es imposible tener que esperar cualquier tiempo arbitrario por méas grande que
éste sea. Pero también es cierto que la probabilidad de tener que esperar un tiempo
muy grande se hace despreciable.



Por ultimo recordemos que para poder aplicar la distribucion gamma, todos los
eventos deben ser independientes, como corresponde a | os procesos de Poisson.
Es decir, e hecho de que suceda un evento no aumenta ni disminuye la probabilidad
de que haya més eventos en cualquier momento futuro.

Aspecto
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Vemos que cualquier valor apartir del O tiene probabilidad no nula. Lafuncion de
densidad crece hasta el maximo, y luego va descendiendo en forma asintética hacia
el cero, pero nunca se hace cero debido a que no esimposible que € k-ésimo
evento ocurra en un tiempo arbitrariamente grande.

Problemastipicos

1) Un vendedor ambulante delorostiene 5 loros para vender. En promedio
sevenden 2 loros por hora. ¢Cual esla probabilidad de que le tome menos
de 3 horasvender los5 loros que tiene?

Resolucion:

Si suponemos que la venta de cada loro es independiente (es decir que el hecho de
gue se haya vendido un loro no afecta ni la probabilidad de que se vendan o no méas
loros en el futuro, ni los momentos en que se vendan |os otros [oros) y asumimos
gue se trata de un proceso Poisson, entonces el tiempo que tomavender 1os 5 loros

esunavariable gammacon A =2 y k =5, Es decir:



X:GammaA =2 ; k =5)
L uego, paralostiempos x > O:
)\ )\ k-1 4—Ax 4 A~2X
fx (X) - ( X) € - 2(2X) € = fx4 e—2x
(k=D 24 3

Y luego la probabilidad de que se tarde menos de 3 horas es:
e _34 oy e —
P(X <3) = [ " fx(x)dx —j’o - x4 e 2xdx =0,7149

Y esaeslarespuesta. También se podria haber utilizado larelacion con lavariable

de Poisson para obtener el resultado. Si X es una variable gamma con parémetros A
J’OX" fu(x)dx = 1- f P(Y =i)

y Kk, entonces: =0 , donde'Y es una variable de Poisson

con M=\ xo

En este caso X, vale 3, conlo cual m = 6, y la probabilidad pedidaes:

1-S pey=iy=1-Y e_ilw =1- e_jlﬁi =1-¢° 2% =0,7149
i=0 i=0 . i=0 ' i=0 "

Y obtuvimos el mismo resultado que de la otraforma.

2) Un perro ladra segun un proceso Poisson, a razén de 80 ladridos por
hora. Un individuo se sienta junto al perro, pero al décimo ladrido se enojay
seretira. Otro dia, sesientajunto al perro, y el cabo del ladrido nimero 15
seretira. Un tercer dia, seretiraluego del ladrido numero 20. ¢Cudl esla
probabilidad de que en total se pase mas de media horajunto al perro?

Resolucion:

El tiempo que € individuo pasa sentado junto al perro en un dia cualquieraes:
X:Gamma(A = 80 ; k), donde k esla cantidad de |adridos que soporta ese dia.
L uego:

X1:Gamma(A = 80 ; k.= 10)

Xo:Gamma(A = 80 ; k.= 15)

Xa:Gamma(A = 80 ; ks =20)

Suponiendo que los 3 dias son independientes entre si, podemos decir que el
tiempo que e individuo pasa sentado junto a perro en los 3 dias es:
Z = X1+ X2+ X3

L uego, por propiedades reproductivas de la distribucion gamma, como Y esla
suma de variables gammacon igual A, queda:
Z:Gamma(A = 80 ; k, = 45)



Por ultimo, la probabilidad de que en total e individuo se pase méas de media hora

[( (2
junto al perro es ™*°

> P(Y=i)

Poisson con '™ . Como k es grande, conviene integrar, ya que usar Poisson
implicaria sumar 45 términos. El resultado es 0,76568.

, que se puede resolver integrando o bien mediante

Observemos que el tiempo que toma esperar 10, 15y 20 ladridos en 3 dias
distintosy e que lleva sentarse a esperar 45 ladridos esta distribuido exactamente
igud.

Este material se encuentra en etapa de correccion y no debera ser
considerado unaversion final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandro D. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Verson Actualizada al: 6 dejunio de 2004
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Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
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Distribucion Normal

Cuando lafuncion de densidad es la siguiente:

fax ()
o_5r

f (=" kOO

ladistribucion se llama"Normal” (o de "Gauss').

La gréfica de estafuncion de densidad se conoce con el nombre de "campana de
Gauss'

A primeravista podemos observar:



£ (=)

3

* adiferencia de todas las distribuciones que vimos anteriormente, es no-nula para
todos los nimeros real es.

* tiene 2 parametros, Ly O.

El parametro M puede ser cualquier nUmero real, y es, directamente, lamediade la
distribucion.

El parametro O puede ser cualquier nUmero real positivo, y es, directamente, €
desvio estandar de la distribucion.

Lanactacion X:N(M ;0) significaque lavariable aleatoria X tiene una distribucién
normal con parametros K y O, o dicho de otraforma, que lavariable aleatoria X
tiene una distribucién normal, cuyamediaes K, y cuyavarianza es 02,

=

Como paratodas | as distribuciones continuas, para calcular probabilidades
podemos plantear:

P(X =x)=Fx(x)= JX’ fx (X) dx

Sin embargo, alos fines practicos, esta distribucion presenta un problema: la
integracion de unafuncion de lafamiliae“ no es un proceso simple. Por tal motivo,



en vez de integrar paraencontrar el area bajo la curva, los valores de lafuncion de
distribucion acumulada F se toman de unatabla (Ver apéndice D).

Observemos que, al ser M y O nimeros reales, hay infinitas distribuciones posibles,
y no se pueden tener infinitas tablas. Es por eso que se trabaja con una distribucion
particular denominada "normal estandar” y lo que se hace es transformar cualquier
normal en una normal estandar, mediante un proceso denominado estandarizacion.

Distribucion Normal Estandar

fmi(z)

=
-3 -z -1 1 Z 3

Cuando U =0y O =1, ladistribucion se llamanormal estandar.
Se puede demostrar que st X es cualquier variable aleatoria normal, y tomamos la

_X—H
z="_"
variable deatoria 9 . entonces Z resulta ser una variable aleatoria normal
estandar.
Esdecir:
X —H

Z =
X:N(H;0) O 9 = Z:N(@02).
lo cual puede ser demostrado mediante un ssimple cambio de variables.
Esto nos permite, dada cualquier variable aeatoria normal, encontrar una variable
aleatorianormal estdndar, que esla que encontraremos en lastablas. A laF:la
notaremos con laletra ®. El proceso de tomar ese cambio de variables para
obtener una normal estandar a partir de unanormal se conoce con el nombre de
estandarizacion.
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Por gemplo, si tenemos unavariable aleatoria X y sabemos que sigue una
distribucion normal con parametros M y O, y necesitamos calcular, P(X = x),

haremos:
P(X=x)=F, (x)=

=p, M=o MY
‘0oc O Oo 0O

y e valor de ® en ese punto lo tomamos de la tabla.

Ejemplo:

Lalongitud de los clavos fabricados por una méagquina, en milimetros, es una
variable aleatoria X que sigue unadistribucion normal, con media 10y varianza 2.
Cdcular:

1) ¢Cud eslaprobabilidad de que un clavo elegido a azar mida menos de 12
milimetros?

2) ¢Cudl eslaprobabilidad de que un clavo elegido a azar mida menos de 7
milimetros?

1) Tenemos: X:N(10;2)
Calculamos;

P(X<12)=F, (12)=F, 02 0= @)=00)
9 2 O

De latabla de la distribucion normal estandar obtenemos que P (1) = 0,84134.
Entonces la probabilidad que estamos buscando es P(X = 12) = 0,84134

2) And ogamente hacemos:

P(X<7)=F (7)= FZ%@= F,(-15)=o(-15)

Y cuando vamos a buscar en latabla P (-1.5) nos damos cuenta de que no se
encuentra
Puede suceder que la tabla que estemos usando comprenda solamente los valores



positivos de z. Es decir, que contenga solamente los valores de P (z) paraz > 0. Tal
es el caso de latablaincluidaen esta obra

f=(=)

-£ F
Si necesitamos calcular P (z) paraagln z < 0, podemos valernos de la siguiente
propiedad:
P()=1-9@)

En el gréfico podemos ver que, aunque lo que buscamos es el érea sombreada de la
izquierda, estaesigual a area sombreada de la derecha, la cual puede ser calculada
usando un valor positivo de z (y que por |o tanto podremos encontrar en latabla).

Fractiles

Y a sabemos como encontrar la probabilidad P(X < x).

Pero el problema puede ser a revés. conociendo la probabilidad y la distribucion,
encontrar x tal que P(X <= x) seadicha probabilidad. En otras palabras, encontrar x
tal que e areaacumulada alaizquierda de x seaigual a esa probabilidad. Ese valor
de x se conoce como fractil.

Para una normal estandar, z, quiere decir "d z alaizquierdadel cua € area
encerradaes 0",

Si por gjemplo tenemos que P(X = x) = 0,95 haremos:



«

0z,
P(X=x)=09=>F (x)=0,95=>
=> CDMH: 0,95 => ﬂ = 20,95
0o O o
De latabla obtenemos que €l z paraque € areaencerradaalaizquierdasea 0,95, es

decir, zoss, €5 1,645. Luego:

X“H -1 645=>x=16450 +

donde U y O son dato.

Ejemplo:

Lalongitud de los clavos fabricados por una maguina, en milimetros, es una
variable aeatoria X gque sigue una distribucion normal, con media 10y varianza 2.
Se debe dar una especificacion del maximo lalongitud de los clavos, tal que € 90%
de los clavos cumpla con la especificacion. ¢Cud debe ser |a especificacion?
Tenemos X:N(10;2) y ademés nos piden que P(X = x) =0,9

P(X < X) =0,9=> Fy(x) = 0,0 => cp@g% 0,0 => X__Zlo = Zos

Usamos latablay obtenemos que P (1,28) = 0,9
X710 - 108 => x=1256

Conlo cual s decimos que la longitud maxima de |os clavos debe ser de 12,56 €l
90% de los clavos fabricados cumplira con la especificacion

Encontrar los parametros

Otro problema posible es que sepamos que una variable aleatoria es normal pero no

conozcamos los pardmetros M y 0. Si conociéramos, por g emplo, para 2 valores X
y Xz que la probabilidad de que X seamenor o igual aesosvaloresesp: y p:
respectivamente, entonces podremos calcular €l valor de los parametros, es decir, la

forma que la campana debe tener paraque P(X =x1) = p1y (X SX2) = p2. S



estandarizamos llegamos a que:
(€)) Xl_uH:p g @ XZ_HH:p
oo O oo O 2

Conociendo p: Yy p2, de latabla obtenemos z.. y z., con lo cual podemos plantear
un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas, debido a que x: y X.también son dato.

Ox —H _
DXZ_U :Z
[0 o p2

Y resolviendo € sistema conseguimos H y O,

Ejemplo:
Lalongitud de los clavos fabricados por una maguina, en milimetros, es una
variable aleatoria X que sigue una distribucion normal. Se sabe que € 80% de los
clavos fabricados miden menos de 11mm, y que el 90% de los clavos fabricados
miden menos de 12mm. ¢Cual eslamediay lavarianza de |os clavos producidos
por lamaguina?
Sabemos que P(X <11) =0,8 U (X < 12) = 0,9. Estandarizamos y nos queda que:
ot MH-08 , oH2 HH=0g9

O o [0 []

o 0O
De la tabla obtenemos que F(0,8416) = 0,8 U F(1,2816) = 0,9. Planteamos:

DT =0,8416
21 _

I~ ~ =12816
D ']

Resolvemos y obtenemos que U =9,09y O = 2,27. Esdecir: X:N(9,09; 2,27).

Funcioneslinealesde variables aleatorias nor males

Si X esunavariable aleatorianormal X:N(H; 0,)
eY esunafuncidn lineal de X, esdecir, Y = aX+b con ab U,

entonces Y también es unavariable aeatorianormal Y:N(H, ; Oy)

Yy Sus parametros valen:

Hy=akli+Db

O, = 0,4

La demostracion (queda para €l lector) consiste en hacer el cambio de variablesY =
aX+by encontrar ladistribucion de Y.

Ejemplo:



El plastico de unabotellade 2'/. litros cuesta 30 centavos. La gaseosa cuesta 40
centavos por litro. La cantidad de gaseosa (en litros) que se envasa en la botella es
N(2;0,1).

¢Cud eslaprobabilidad de que el costo total de una botella sea menor a 1,20 pesos?
Y =40 X + 30 => Y:N(110;4)

P(Y<120) = F(120) = ®(2,5) = 0,99379

L a estandarizacion como funcion lineal:

z=2"W z=1x-"
Laestandarizacion % también podria ser escrita como % 9% con
lo cual vemos que es un caso particular de funcion lineal, en el cual a= /0,y b=-H
/0. Entonces:
H.=aMl+b=(1/G) K+ -H,/0,=0
0,=0,.|a=0,.1/0,=1
Con lo cual verificamos que del cambio de variables que usamos para estandarizar
efectivamente resulta unanormal N(O;1).

Suma devariables aleatorias normalesindependientes

Si X e Y son normales e independientes, su sumatambién es normal:
S:

X:N(H,;0,)

Y:N(H,;0y)

X,Y independientes

Z=X+Y

entonceg.

Z: N z:|J'x+uy , Gz:wlo-xz-l_o-yz)

Combinacion lineal de variables aleatorias normalesindependientes

S setienen n variables deatorias normales Xi, cada una con su propia mediay
varianza, y todas independientes entre si, entonces la combinacion lineal de esas
variables también es unavariable aleatorianormal:

S:

Xi:N(H;G) coni=1,2,..,n

todas las Xi independientes

Z = zaixi
i=1

entonces:



Zek i o= |2ery

Ejemplo:

El plastico cuesta 0,5 centavos por gramo. La gaseosa cuesta 40 centavos por litro.
La cantidad de pléstico necesario para hacer una botella de 2. litros es, en gramos,
N(100;10). La cantidad de gaseosa (en litros) que se envasa en la botellaes
N(2;0,1). ¢Cud eslaprobabilidad de que el costo total de una botella sea menor a
1,20 pesos?

X = gramos de plastico usados

Y = litros de coca cola embotellados

Z = costo total de una botella

Z=05X+40Y

Z:N(130; 6,4)

P(Z<120) = P(-1,56) = 0,059

Cuidado (Erroreshabituales)

1) Sumar n variables aleatorias no eslo mismo que multiplicar por n una
variable aleatoria.

Por gjemplo, no es o mismo tomar el peso de una docena de huevos, que tomar €l
peso de un huevo y multiplicarlo por 12.

Al calcular el peso de una docena de huevos, se estdn sumando 12 variables
aleatorias independientes. Al multiplicar € peso de un huevo por 12, se esta
multiplicando por 12 una solavariable aeatoria. Es decir:

Y =pesode 12 huevos= X1 + Xz + ... + Xz

Z = 12 veces €l peso de un huevo =12 X

V eamos como quedan distribuidas:

Y esunacombinacion linea de 12 variables aleatorias independientes. Los O dela
combinacion lineal valen todos 1. Los 12 huevos estén distribuidos idénticamente,

conlocua Hx = Ky Oy = O,

v N% XO‘ Wi =12 5 0y = iﬂichiZ:\/l_ZoxE
i=1

Z esunafuncion lineal de X, esdecir Z = 12 X. También la podemos ver como una
combinacion lineal de un solo término. Usando laformulade lalineal, quedaa=12,
b=0.

ZNH.=aH,+b=12 H,; 0,=0,|a =12 G))



Vemos que las medias nos quedaron iguales, pero € desvio delasumade 12
huevos nos quedo menor. ¢Por que sucede esto? El desvio(y lavarianza) son una
medida de cuanto tienden a adgjarse de lamedialos valores de la variable aleatoria.
Como los valores pueden estar alaizquierda o aladerecha de la media, sumando n
variables aeatorias las distancias ala media de cada uno de esos n valorestienden a
compensarse, por eso lavarianza de la suma de n variables es menor que lade la
multiplicacion de unavariable por n.

2) Lamezcla de variables aleatorias normales NO resulta una variable
normal.

fxmesclalx)
0.1z
o1
0_0s
0_0&
0.04

.0z

o

5 10 15 zn 5
Si bien lacombinacion linea de variables aeatorias normales es normal, lamezcla
no es una combinacion lineal de variables aleatorias sino de las funciones de
densidad de dichas variables aleatorias. Y |acombinacion lineal de 2 o masde
funciones de densidad de variables normales no resulta una funcion de densidad de
variable normal.
En e gréfico se ve un g emplo delamezcla de 2 variables a eatorias normales:
X:N(16;3)

Y:N(8;2)
P(X) =?/s
P(Y) =35

Como vemos, la variable a eatoria mezcla de esas dos normal es dista mucho de ser
normal.

Problemastipicos

1) El consumo de una deter minada maquina por dia, medido en kwh, esuna
V.A. normal con media 30y varianza 100. Calcule la probabilidad de que en
un determinado dia, la maquina consuma:

a) menos de 50 kwh

b) menos de 30 kwh

c) menos de 23 kwh



d) entre 30 y 40 kwh

Resolucion:

X = consumo de la maguina en un dia determinado

=> X:N(30;10) (no olvidar que & segundo parametro de la distribucion normal es el
desvio, es decir, no lavarianza sino su raiz)

P(X <50) = Fy(50) = ®1°° _3%H= 0 (2)= 097725
N 010 O

b) La campana de Gauss es simétrica respecto de lamedia, por lo cua la
probabilidad de que la variable sea menor que lamedia eslamitad del areatotal, es
decir, lamitad de 1. Entonces P(X < 30) = 0,5

C)
P(X < 23) = Fx(23) = cbwgz ®(-07)=1-®(0,7)=1-0,75804 = 0,24196

d)

P(30 < X < 40) = Fx(40) ~ Fx(30) = P10 P H-or? ™ P H o)- 00)=084134-05= 031134
O 0 O O

2) El consumo de una determinada maquina por dia, medido en kwh, esuna
V.A. normal con media 30 y varianza 100. Nos preguntan cuél es el maximo
consumo que la maquina puede tener. Indique cual debe ser larespuesta, si
gueremos que nuestra prediccion del maximo se cumpla:

a) el 95% delosdias.

b) el 50% delosdias.

c) el 20% delosdias.

Resolucion:

X = consumo de la méquina en un dia determinado

=> X:N(30;10)

Debemos encontrar x tal que P(X < x) seala probabilidad dada
P(X$x) =085 = © -0

a)
de latabla conseguimos que € fractil zoss = 1,645. Es decir:

olea5)=095 => X O=1645 => x=46.45

b) Como ladistribucion es simétrica, si P(X = x) = 0,5 entoncesx = 1 = 30

p(xsx)=02 = o P,
5 910 0

S tenemos en nuestratabla e fractil zo. procedemos como en a. Pero si nuestra
tabla solo tiene la mitad de la distribucion, debemos recordar que, por simetria:

P(2)=1- PQ)



con lo cual

o "0H=02 = 1-0F° XH=02 => oF° XH=0g
010 O 010 O 010 O

y luego buscamos en latabla de fractiles zos y procedemos como en a:
o(0g42)=08 => 3010 X=0842 => x=2158

3) El consumo de una deter minada maquina por dia, medido en kwh, esuna
V.A. normal. El 30% de los dias consume menos de 10 kwh, y el 80% de los
dias consume menos de 60 kwh. ¢Cudl esla mediay lavarianzadela
distribucion?

Resolucion:

Si X es el consumo en kwh por dia de la méquina, entonces los datos que nos estan
dando son:

P(X =10)=0,3

P(X =60)=0,8

Esdecir:

Fx(10) =0,3

Fx(60) = 0,8

Lo cual, como X esnormal, equivale a:

oHO"H g3
g0 O
o0 Mg
06 O

Donde U y O son |os parametros que desconocemos. Ahora buscamos en latabla
los fractiles zos y Zos. Al igual que sucediacon P paravalores negativos, puede ser
gue no tengamos en latabla el valor de los fractiles de menos de 0,5 por lo cual
podemos no tener el fractil zos. En ese caso recordemos que zo: esen redidad z tal
que ®(2) =0,3.

®(2) =1 - P(-2), de donde vemos que zo; también es z tal que P(-z) = 0,7.
Entonces -z = 0,5244, es decir, z.s = -0,5244. z,s Semprefiguraen latabla, y vae

0,8416. L uego:

107H = 55044
(0)

80~ H - 8416
(6)

Nos quedan dos ecuaciones con dos incognitas, de donde podemos despejar que:
M =2555



0 =29,65

4) El chocolate tiene una densidad de 3g /cm?®. El molde que se utiliza para
fabricar barras de chocolate produce barras cuyo volumen en cm?® esta
distribuido normalmente con media 30 y desvio 5. Si |a caja pesa 25g, ¢cuél
es la probabilidad de que una caja de chocolate pese menos de 120 gramos?

Resolucion:

Si X es el peso de chocolate, nos dicen que X:N(30;5)

S Y es el peso de lacaade chocolate, tenemosque Y = 3 X + 25.

Vemosque Y esunafuncion lineal de unavariable aeatorianormal.

Nos piden P(Y < 120)

Hay 2 formas de resolver este problema. Podemos usar el teorema que nosdala
distribucion de unafuncién de una variable aeatoria normal, segun el cua Y=aX+b
resulta ser una variable normal, con:

Hy =aMHx+b =115

O, =]g0x =15

De donde luego:

P(Y <120) = F,(120) = CDE[%Q: ©(0,33)= 0,63

Pero también podriamos haber trabajado directamente con laexpresion de'Y en
términos de X, es decir:

BL67 -
P(Y <120) = P(3X + 25 <120) = P(X <3L67) = Fx(3167) = @] ’6; X0 % »(0,33)=0,63

Y de esaforma obtenemos e mismo resultado.

5) Carl Lewis puede correr los 100 metros [lanos en un tiempo distribuido
normalmente N(7;3) en segundos. Su rival Ben Johnson puede hacer esa
misma distancia en un tiempo distribuido normalmente segin N(9;2) en
segundos.
a) ¢Cudl esla probabilidad de que Carl Lewisle gane a Ben Johnson?
b) ¢Cudl esla probabilidad de que le gane aunque le de 1 segundo de
ventaja?

Resolucion:

S X eY son lostiempos que tardan Carl Lewisy Ben Johnson respectivamente,
entonces:

X:N(7;3)

Y:N(9;2)

a) P(gane Carl Lewis) =P(X <Y)=P(X -Y <0)

Si tomamos Z = X - Y, y consideramos que |os tiempos que tardan los dos atletas



son independientes, entonces podemos usar:
Z:NE“ZZZGiU‘i , 0z= ZGiZGiZE
i=1 i=1

Conlo cua queda:
Z:N(-2; 3,6)
L uego:

p(z <0) = F2(0) = ® L~ D H-w(o,56)= 0,71
N 36 0

b) P(gane Carl Lewis dando 1 segundo deventgja) = P(X+1<Y)=P(X - Y <-1)
P(Z <-1) = Fz(-1) = o 1A H-0(028)= 061
O 36 0O

6) Cada 100g, el dulce de lechetiene 300 caloriasy el flan 180 calorias. En
un flan con dulce de leche la cantidad de flan en gramos es N(50;10) y la
cantidad de dulce deleche en gramos es N(25;15).
a) ¢Cual eslaprobabilidad de que un flan con dulce de leche tenga
menos de 220 calorias?
b) Si una persona, en vez de flan con dulce de leche, come
acelga(10cal/100g), en una cantidad distribuida normalmente con
media 2kg y desvio 50g, ¢cual esla probabilidad de que la que come
acelga ingiera mas calorias que una que come flan con dulce de leche?

Resolucion:

a) S llamamos X alacantidad deflaneY alacantidad de dulce de leche, entonces
las calorias de un flan con dulce de leche son:

C=18X+3Y

donde:

X:N(50;10)

Y:N(25;15)

L uego como C es una combinacion lineal de variables normales independientes,
entonces C también es unavariable normal, y vale:

c:NEJC:iZ;lo(iui . g, = zaizgizg

L uego:
c=18Hx+3Hy = 1,850+ 3.25 = 165
Oc = \/1,82.0x2 +320¢% = \/1,82.102 + 32,152 = 48,5

Y nos piden:




P(C < 220) = Fe(220) = ®H220 “165 He 0(113)= 0,87
O 485 O

b) Si Z esla cantidad de acelgaingerida por |a otra persona, entonces Z:N(2000;60)
y lacantidad de calorias que ingierees A = 0,1 Z. Nos piden P(A > C), es decir,
P(A - C > 0). Tenemos varios caminos para resolverlo. Por ggemplo, podemos
encontrar ladistribucion de A, y luego encontrar la distribucién delarestade A 'y
C. También podemos dgjar A enfunciondeZy C enfuncionde X e Y, y encontrar
ladistribucién de la siguiente combinacion lineal:
W= 01A-18X-3Y
Como ladistribucién de C yalatenemos, € camino que nos conviene alos efectos
de hacer lamenor cantidad de cuentas posible es encontrar la distribucion de:
W=01z-C
W es unavariable aeatoria normal con:

w = 0,1 Hz+ (-1) Hc = 0,1.2000 - 165 = 35

Ow = \/0,12.022 +(-1)20c2 = \/0,12.602 +(-1)%.48,5% = 48,8

L uego la probabilidad de que |a persona que come acelga ingiera mas calorias que
la que come flan con dulce de leche vale:

P(A>C) = P(W >0) =1~ P(W <0) =1~ Fu(0) :1—¢E2%5§:1—¢(— 0,72)=0(072)=076

7) El peso de una naranja esta distribuido nor malmente segiin N(0,1 ; 0,015)
en kg.
a) ¢Cudl esla probabilidad de que 100 naranjas pesen menos de 12 kg.?
b) Si las haranjas aportan 100 calorias por kg., ¢cual esla
probabilidad de que una naranja aporte menosde 12 calorias?

Resolucion:

Este g emplo muestrala diferencia entre sumar n variables a eatorias idénticamente
distribuidas y multiplicar unavariable aeatoria por n.

Tomando X como & peso de una naranja queda X:N(0,1 ; 15)

Llamaremos Y a peso de 100 naranjas, y Z ala cantidad de calorias aportadas por
unanaranja.

Y:X1+X2+---+Xn:§xi
a) i=1
Conlocua Y esunacombinacion lineal de 100 variables aleatorias independientes.

Los O delacombinacion lineal valen todos 1. Los 100 huevos estan distribuidos

idénticamente, con lo cua M. = K., 05 = 0,. Ademas asumiremos gue |os pesos de
las naranjas son independientes.

Y:N%yzgdi =100, =10 © 0,= |32 :1/7100@:122%
i=1 i=1



L uego:
= Fy(12) = 002 0K 0 63)=
PY <12) = Fy(12) = ®L -1 (Le3)=095

b) Z = 100X.

Podemos verla como una funcion lineal de X (con término independiente b=0) o
como una combinacién lineal de una solavariable. De cualquiera de las dos
maneras, resulta

7 N, =100, =10 : ©,=1000,=15)
L uego:

—-10
P(z <12) = F,(12) = o2 O 0@ )= 001
@<12)=F) =0 0 @
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Teorema central dd limite

S S es €l promedio de una muestra de tamarfio n de una poblacion con media U y
7 —_
Z= H
o
, , . . /1 n )
desvio estandar O, entonces lavariable deatoria tiene una

distribucién aproximadamente normal estandar, bajo |as siguientes condiciones:

* Si n> 30, ladistribucién de z es aproximadamente normal estandar sin importar la
distribucion de las x.

* Si n =30, ladistribucion de z es aproximadamente normal solamente s la
distribucion de las x no difiere mucho de la distribucién normal (por gjemplo: s es
Simétrica).

* Si ladistribucion de las x es normal, la distribucién de z es normal sin importar €
vaor den.

Distribucion delasumadevariables aleatorias

Si setienen n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, y €
valor de n cumple con las condiciones enunciadas mas arriba, el teorema central del
limite permite hallar la distribucion de la sumade dichas variables, de lasiguiente
manera

> X

X =i
n

S alasumadelas X; (lavariable cuya distribucion queremos encontrar) la
llamamos Y, entonces queda:

x=r
n

Reemplazandolo en la Z dada por € teorema central del limite, queda:
Y 1
- ~(Y—n
z=1"N l'l:n( lJ'):Y_n”
Jno

0

(0]
Jnooon



L o que quedd lo podemos ver como la estandarizacion de una cierta variable
normal Y (en realidad es aproximadamente normal). Si "desestandarizamos' nos
quedaque Y, esdecir, la suma detodas las variables X;, esuna variable

H,=nk ; O,= /n0
normal con: " Y Jn

Este es e mismo resultado que habiamos obtenido parala suma de normales, con
la diferencia de que ahora tenemos la condicion de que n debe ser o
suficientemente grande.

En conclusion, la suma de una determinada cantidad de variables a eatorias
independientes e idénticamente di stribuidas resulta ser una variable normal en caso
de que las variables sean normales, y aproximadamente normal en caso de que no
sean normales pero n sea lo suficientemente grande.

A continuacion vemos laforma de la distribucién de la sumade n variables
uniformes, paravarios valores de n:

Suma de variables uniformes

En lapractica, lasumade 4 variables a eatorias uniformes independientes e
idénticamente distribuidas se considera aproximadamente normal.

Problemastipicos

1) El peso en kg. de cada pieza es una variable aleatoria X distribuida segun:




f(X) = % 1<x<5§
0 Ootro xH

¢Cudl eslamediay lavarianza del peso de un lote de 100 piezas?

Resolucion:
El peso de cada pieza es una variable aleatoria Xi. Todas esas X estén
idénticamente distribuidas segin laf daday se suponen independientes. Entonces la

sumadel peso de 100 piezas, como 100 = 30, es aproximadamente una variable

aeatorianormal con media 1001« y desvio 100x.
A partir de la distribucion que nos dan paralas Xi, calculamos que:

Mx=3 ; 0x=4/3
Si [lamamos Y a peso del lote de 100 piezas, entonces lamediade Y es Uy = 100Hx
=300, y lavarianzade Y es 0%y = (100x)’ = 178.

2) El tiempo que setarda en llevar a cabo una operacion esuna variable
aleatoria con media = 10 minutosy desvio = 2 minutos.
a) ¢Cuadl esla probabilidad de que setarde menosde 9 horasen
realizar 49 oper aciones?
b) ¢Cual esla probabilidad de que el tiempo promedio por operacion
Ssea menor a 9 minutos?

Resolucion:
a) El tiempo que se tarda en llevar a cabo cada operacion es una variable aeatoria X
con media 10 minutos y desvio 4 minutos. La suma de |os tiempos de 49 de esas

operaciones es una variabl e aleatoria aproximadamente normal con media 49Hx =
490 minutos y desvio 70x = 28 minutos. Si adicha sumalallamamosY, nos estan

pidiendo:
o2~ 40 (. 79)= 0.963
P(Y <9 horas) = P(Y <540 minutos) = Fv(540) = 5os 0
b) Podemos hacerlo de dos formas:
* Laprimeraesusando laversion enunciada del teorema central del limite, que nos

dice que si tenemos n 2 30 variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, entonces la distribucion de su promedio es aproximadamente normal
o

con media M y desvio V1 donde My O sonlamediay € desvio delas variables
gue estamos promediando. Entonces:

B

P(X <9 minuos ) = F, (9) = CDDO__“D: ®(-1.75)=1- ®(.75)=0.04
H/

* Laotraformaconsisteen ver ques Y (lasuma) sigue unadistribucion normal,



entonces Y /n (el promedio) también sigue una distribucion normal, porque es una
constante (1/n) multiplicada por unavariable normal. Seguin estudiamos en este
capitulo, W=Y/n tiene una distribucién normal con media Hv/ny desvio Ov/n.
L uego la probabilidad de qgue W sea menor a 9 minutos es:
o-"v b
i = = D ? D: — =1 - =
P(W <9 minutos ) =F, (9) CDWD ®(-1.75)=1- ®(.75)=0.04

sl

3) La NASA estéa planeando una mision tripulada ala Luna. La duracion de
cada tanque de oxigeno es una variable aleatoria con media 6 horasy desvio
1 hora. ¢Cuantos tanques se deben llevar, para que la probabilidad de que
alcance el oxigeno para una mision de 10 dias sea del 99,9% ?

Resolucion:

Para una mision de 10 dias se necesitan 240 horas de oxigeno. Tenemos que ver
cuantos tanques hay que sumar para gue la probabilidad de que superen 240 horas
sea 0,999. Para sumar las duraciones de |os tanques, vamos a usar €l teorema
central del limite. Pero es necesario destacar que una de las condiciones del
teorema central del limite es que la cantidad de variables que se suman sea 30 6
mas. Y en este caso desconocemos la cantidad de variables que estamos sumando
(justamente es eso |0 que queremos averiguar). Observemos que 240/ 6 = 40, con
lo cual es medianamente razonable suponer que la cantidad de tanques que
sumaremos sera mayor a 30.

YZZK
Aclarado esto, s ' dondelas Xi son las duraciones de los tanques, e Y es
lo suficientemente grande (suponemos gue se cumple) entonces 'Y es

aproximadamente una variable aleatoria normal con media6ny desvio 1 Jn

Planteamos:
P(Y > 240) = 0,999

1- da%ﬂ%z 0.999
Jn
cb%ﬂ%z 0.001
NG

2076, =-30

\/ﬁ 0.001
Resolviendo obtenemos que n deberiavaler 43,39. Si n pudieravaler ese nimero, la
probabilidad seria exactamente 0,999. Pero n debe ser un nimero entero. S
redondeamos para abajo, la probabilidad de que el oxigeno alcance seria menor a
0.999, y eso no cumple con lo pedido. Por lo tanto, debemos redondear para arriba
y responder que hay que llevar 44 tanques.

Ese resultado verifica44 2 30 con lo cua fue legitimo aplicar € teorema central del




limite.

4) Un programador se alimenta a base de chocolates. Su consumo diario de
calorias es una variable aleatoria con media 2000 caloriasy desvio 40
calorias. Si cada chocolate provee una cantidad de calorias que esuna
variable aleatoria con media 1000 caloriasy desvio 25 calorias, ¢Cuantos
chocolates deberia comprar se para poder estar encerrado un mes
programando un sistemay que la probabilidad de tener que salir a compr ar
mas chocolates sea solamente 0.01?

Resolucion:
Llamaremos X al consumo de calorias del i-ésimo dia, y Y; a aporte de calorias del
j-ésimo chocol ate.

A=§K

Por €l teorema central del limite, s ' entonces A es aproximadamente

normal con media 30.2000 = 60000 y desvio Y .40 = 219,09.
Para hacer o mismo con la cantidad de chocolates, debemos suponer que seran 30
0 més chocolates. Como 60000/1000 = 60 >> 30, es bastante razonabl e suponer

B=zﬂ

gue serdn maés de 30 chocolates, con lo cual si = entonces B es

aproximadamente normal con median.1000 y desvio Jn o5

L uego podemos plantear que la probabilidad de que no le alcancen los chocolates
debe ser 0.01, es decir:

P(A >B)=0.01

P(A-B>0)=0.01

Si tomamos C = A - B, resulta que por ser combinacion lineal de normales C

también es normal. Calculamos sus parametros:
M. =M, —H, = 60000 —1000n

o_=.[0%, +0%, = J48000 + 625n
Continuamos:
P(C>0)=0.01
1-P(C<0)=0.01

— (60000 —1000n)
/48000 ¥ 625n
0~ (60000 —1000n) _

Z
/48000 + 625n oot

Resolviendo, obtenemos n = 59.32

Si n pudieravaler exactamente 59.32, entonces la probabilidad de que los
chocolates no alcancen seria exactamente 0,01. A mayor n, menor probabilidad de
gue no acancen, y amenor n, mayor probabilidad de que no alcancen. Si
redondedramos para abajo, la probabilidad seria mayor de 0.01, por lo tanto

1-®

=-233




debemos redondear para arribay responder 60.
Vemos que ademas 60 = 30, con o cual fue licito usar € teorema central del limite
para sumar las calorias de los chocol ates.

5) Una persona utiliza diariamente para lavar sus platos una cantidad de
detergente que esuna variable aleatoria con media5 ml y desvio 1 ml. ¢Qué
capacidad deberiatener una botella de deter gente para que la probabilidad
de quele dureun mes sea del 98% ?

Resolucion:

Si X es el consumo en un mes, debemos buscar C tal que se cumpla:
P(X <C) =0,98

S Y. es el consumo de cada dia, la suma del consumo de 30 dias sera

aproximadamente normal con media 30Hy = 150 y desvio V30 Oy = V30 . Luego:

P(X <C)=F_(C) = m%% 0,98

C-150 _
30

C=161,2

Luego la botella deberiatener a menos 161,2 ml.

Z, 4 = 2.0537

Este material se encuentra en etapa de correccion y no debera ser
considerado unaversion final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandroD. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Verson Actualizada al: 1 dejunio de 2004
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Aproximacion de Binomial y Poisson por
Normal

Para calcular probabilidades de distribuciones discretas con nimeros grandes, es
preciso sumar muchos términos, |o cual puede resultar poco practico. Sin embargo
las caracteristicas de algunas distribuciones, como la binomial y la Poisson,
permiten muy buenas aproximaciones mediante la distribucion normal. Y como la
distribucién normal se puede obtener de unatabla, €l problema de sumar una gran
cantidad de términos queda reducido a buscar uno o dos valores en unatabla.

A continuacion se presentan los métodos y justificaciones de cdmo efectuar tales
aproximaciones.

Aproximacion deladistribucion binomial por la distribucion normal

Si X esunavariable distribuida binomialmente, conn = 10 y p cercano a0,5
y = X—np

Jnpa=p

entonces lavariable aleatoria tiene unadistribucion

aproximadamente normal estandar.

Esto esvdlido porque si p es cercano a0,5 y n eslo suficientemente grande

(generalmente se pide n = 10) entonces laforma de la distribucion binomial, a pesar
de ser discreta, se parece mucho alade la unadistribucién normal. EI cambio de
variable Y no es otra cosa que la estandarizacion de esa variable aproximadamente
normal (yaque n.p eslamediade X y que el denominador es el desvio de X).

En d grafico vemos una variable binomial(n = 100 ; p = 0,5) junto con unavariable normal(L=50; 0 =5).



Esta propiedad nos permite utilizar una variable normal estandar, que se encuentra
tabulada, para ahorrarnos la engorrosa tarea de sumar una cantidad elevada de
términos de probabilidades binomiales, especialmente cuando n es muy grandey la
cantidad de éxitos estalgjosde 0 y lgjos de n, con lo cual la sumatoriatiene muchos
términos aunque se intente restar del 1 en vez de sumar.

Queda por hacer una observacion antes de poder utilizar esta propiedad. Al estar
aproximando una distribucion discreta por una continua, 10 que se hace es tomar
intervalos de la continua, que representan los valores puntuales de la discreta. Por
gjemplo, consideraremos que ladiscretavale 43, s la continuatiene cualquier valor
entre 42,5y 43,5. Entonces la probabilidad de que la discreta esté entre 8 y 12 no es
la probabilidad de que la continua esté entre 8 y 12 sino de que estéentre 7,5y

12,5. Considerar esto se conoce como "correccion por continuidad”.

Ejemplo:
Setiene unavariable deatoria X:Bi(n =50 ; p = 0,4). ¢Cud eslaprobabilidad de
gue X seamenor a 20?

P(x<20)=3 P(X =9 =3 4" =)™
Podriamos hacer 0 X0 . Esto
demandaria sumar 20 términos, y arroja el resultado 0,44648
Sin embargo, y a menos gue se necesite el resultado exacto, podemos usar la
aproximacion normal pararesolver € problema. Estamos buscando P(X < 20), lo
cud esigua a
P(O=X =19)

Hacemos la correccion por continuidad:
P(O<X =19) UP(-05=<X <195)
Tomamos &l cambio de variables:

v = X=np

Jnpa=p

conlo cua Y tendra unadistribucion aproximadamente normal estandar.
Degjamos X enfuncionde Y':

X=/mnp@A-pYtnp

L uego reemplazamos X por su definicidn en términosde Y en la probabilidad que
estabamos buscando:

P(-0,5< X <19,5) = Pl 057 o 1957m 592<Y < -014)
npA-p  p@- PO
Lo cual, por propiedades de la funcién de distribucién acumul ada queda:

P(-5,92 =Y =-0,14) = Fv(-0,14) - Fv(-5,92)
Como estamos considerando a'Y una normal estandar, entonces:




Fv(-0,14) - Fv(-5,92) = P(-0,14) - P(-5,92) = (1- P(0,14)) - (1 - P(5,92)
= ®(592) - ¥(0,14) = 1-0,55567 = 0,44433

Observemos que @l resultado aproximado 0,44433 es précticamente igual a
resultado exacto 0,44648.

Demostracion

Se provee esta demostracion porgue constituye un buen gjemplo de aplicacién del
teorema central dedl limite.

Si X eslacantidad de éxitos en una muestra en n experimentos de Bernoulli,
entonces X es una variable aleatoria cuya distribucion se conoce como binomial.
Toda variable binomial es en esenciala sumade n variables de Bernoulli (unosy
ceros). Como vimos paraladistribucién binomial:

E(X) =n.p

0,2 = n.p.(1-p)

También vimos que, por € teorema central del limite, paran lo suficientemente
grande, la suma de n variabl es tiene aproximadamente una distribucion normal, con
determinadas mediay varianza. Particularmente cuando X es binomial, s

np25yn(1-p)25 ., . . . .
(lo cua también garantiza que p esté lo suficientemente

algjadade Oy 1 paraque no se "aplaste") entonces su ditribucion se puede

. . . /np(d-p)
aproximar por unar)ormal,con median.p y desvio nhLTP . Queda
X:Nvp; /npd-p) :

P MPALTP (aproximadamente).

_ X-mp
Y_

: : Mp@p : o,
L uego, tomando el cambio de variables s , Y tiene una distribucion
aproximadamente normal estandar.

Aproximacion deladigtribucion de Poisson por la distribucion normal

S X esunavariable de Poisson, con M >> 1, entonces la variable aleatoria
y=2""¥

/K . N :
tiene una distribucion aproximadamente normal estandar.

Esto esvalido porque si 1 es mucho mayor que 1, entonces laformade la
distribucion de Poisson, a pesar de ser discreta, se parece mucho aladelauna
distribucion normal. El cambio de variable Y no es otra cosa que la estandarizacion

de esa variable aproximadamente normal (yaque U esalavez lamediay lavarianza
de X)



En el gréfico vemos una variable de Poisson(H = 50) junto con unavariable normal(M =50 ; 0 = VD ).

Esta propiedad nos permite utilizar una variable normal estandar, que se encuentra
tabulada, para ahorrarnos la engorrosa tarea de sumar una cantidad elevada de
términos de probabilidades de Poisson al calcular probabilidades acumul adas,
especiamente cuando necesitamos cal cular 1a probabilidad acumulada para un valor
que esté lgos del cero.

Queda por hacer una observacion antes de poder utilizar esta propiedad. Al estar
aproximando una distribucion discreta por una continua, 1o que se hace es tomar
intervalos de la continua, que representan |os val ores puntuales de la discreta. Por
gemplo, consideraremos que la discretavale 43, s |a continua tiene cualquier valor
entre 42,5y 43,5. Entonces |la probabilidad de que la discreta esté entre 8y 12 no es
la probabilidad de que la continuaesté entre 8y 12 sino deque estéentre 7,5y

12,5. Considerar esto se conoce como "correccion por continuidad”.

Ejemplo:
Setiene unavariable deatoria X:Pois(H = 60). ¢Cudl es la probabilidad de que X sea
menor a 70?

PIX<T0)=) P(X=x)=D e_“X!HX

x=0 . Esto demandaria

Podriamos hacer
sumar 70 términos, y arroja el resultado 0,88821.

Sin embargo, y a menos que se necesite e resultado exacto, podemos usar la
aproximacion normal pararesolver el problema. Estamos buscando P(X < 70), lo
cual esigud a

P(0 =X =69)

Hacemos la correccién por continuidad:

P(0 =X =69) UP(-0,5 <X <69,5)

Tomamos &l cambio de variables:

v = X —H

Jr



conlo cua Y tendra unadistribucion aproximadamente normal estandar.
Degjamos X enfuncionde Y':

X= I Y+u

L uego reemplazamos X por su definicion en términosde Y en la probabilidad que
estabamos buscando:

69,5~ H H_

JE 0
Lo cual, por propiedades de lafuncion de distribucion acumulada queda:
P(-7.81=Y =1,23) = Fv(1,23) - Fv(-7,81)

Como estamos considerando a'Y una normal estandar, entonces:

Fv(1,23) - Fv(-7,81) = ®(1,23) - ®(-7,81) = P(1,23) - (1- P(7,81))

= ®(1,23) + ¥(7,81)- 1= 0,89065+ 1-1 = 0,89065

Observemos que € resultado aproximado 0,89065 es practicamente igua a
resultado exacto 0,88821.

p(-781<Y<123)

_ _Ho05-u
P(-0,5< X <69,5) = P05 H <y
SN

Problemastipicos

Deben considerarse modelos de problemas tipicos |os dos g emplos dados en esta
seccion.

Este material se encuentra en etapa de correccion y no debera ser
considerado unaversion final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandroD. Zylberber g <alg andro@pr obabilidad.com.ar >
Verson Actualizada al: 1 dejunio de 2004



El siguiente material se encuentra en etapa de correccion y no debera
ser consderado una version final.

Para hacer comentariosy sugerencias, o reportar errores, enviar mail
aAlgandroD. Zylberber g <algandro@pr obabilidad.com.ar >
Verson Actualizada al: 6 dejunio de 2004

CAPITULO VIL

Otrasdistribuciones particulares

Ademés de las distribuciones que hemos presentado en los capitul os sobre |os
procesos de Bernoulli y Poisson, y de la distribucién normal, hay otras
distribuciones interesantes y bastante comunes.



Distribucion Multinomial

* Estadistribucion es un caso genera de labinomial, en € cual la cantidad de
resultados posibles de cada experimento individual no es 2 (éxito y fracaso) sino k.
Entonces tenemos que cada experimento arrojara 1 entre k resultados posibles E, E-
, «ery Ek.

* Py, P2 -.., P« SON las probabilidades de que salgan los resultados E, E, ..., Ex
respectivamente. Es decir, pi= P(E;) coni U [1; K].

* El proceso consiste en hacer ese experimento n veces en formaindependiente.

* Setoman lasvariables X1, X., ..., Xx como la cantidad de veces, dentro delas n,
que sale d resultado E4, E., ..., E« respectivamente.

P(X,=x N X,=x,N..0X, =x)=nl ‘)’(il
i=1 2

Observaciones

* Como siempre tiene que obligatoriamente salir uno de los resultados E, E-, ..., Ex,
entonces

zpfl in=n

y ademas '

Problemastipicos.

1) El 10% delos gatos que existen en una ciudad son rayados, el 30% son
manchados, y el 60% son lisos. Si en un callgjén de esa ciudad hay 10 gatos,
cual esla probabilidad de que haya:

a) 4 lisos, 3 manchadosy 3 rayados.

b) 4 lisosy 3 manchados.

C) 4 lisos.

d) Sabiendo que hay 4 lisos, cual esla probabilidad de que haya 3
manchados?

Resolucion:



* Observamos que s e experimento consiste en observar un gato, hay k = 3
resultados posibles: que sealiso, que sea manchado y que sea rayado.

* Observamos que cada uno de los k resultados tiene una probabilidad asociada:
P(liso) = 0,6 ; P(manchado) = 0,3 ; P(rayado) = 0,1. Dichas probabilidades suman
1.

* Observamos que el proceso va aconsistir en observar n = 10 gatos
independientes, y que la cantidad de gatos lisos mas la cantidad de gatos
manchados mas la cantidad de gatos rayados va a sumar n.

Entonces | as cantidades encontraremos de cada tipo de gato van a estar distribuidas
multinomialmente, de la siguiente manera:

n=10
Resultados posibles: liso, manchado, rayado.

P(liso) = p. =0,6
P(manchado) = pu=0,3
P(rayado) = pr=0,1

X.: lacantidad de gatos lisos de los 10 que hay
Xu: la cantidad de gatos manchados de los 10 que hay
Xr: la cantidad de gatos rayados de los 10 que hay

Un giemplo de este proceso podria ser:

V eamos ahora qué probabilidades nos piden:

a) "que haya 4 lisos, 3 manchadosy 3 rayados"

10 /4 3 3
P(X, =4n X, =30 X_=3) -10106° 03701

= 0,014697
433

b) "que haya 4 lisosy 3 manchados"



Xxi=n

e i=1
No sabemos cuéntos rayados, pero sabemos que

de las cantidades parciales nos va a dar |a cantidad total.
XL+ Xuw+Xr=10
Xr=3

es decir, que lasuma

Ademés esfacil de ver, porque si en total hay 10, los siguientes sucesos:
* "gue haya4 lisos, 3 manchadosy 3 rayados'

* "gue haya4 lisos y 3 manchados'
son equival entes.

Por lo tanto la probabilidad es la misma que en € caso anterior: 0,014697

C) "que haya 4 lisos'
Acayano podemos aplicar lo mismo que en el g emplo b, porque hay 2 cantidades
Indeterminadas.

Podriamos por g emplo calcular esta probabilidad como la sumatoria de todas las
probabilidades para X. = 4y todas |las formas posibles de sumar 6 con Xv y Xx.
Pero esto es obviamente poco préctico.

Una solucion mejor seriainventar una nueva categoria de gato: "no liso". Y
entonces tenemos una nueva multinomial con:

X.: la cantidad de gatos lisos

Xn: lacantidad de gatos no lisos

p. =0,6

pv = 0,4

Y luego calcular P(X. =4 N Xy = 6) como vimos en la parte a.

Pero lamejor formade ver e problema consiste en darse cuenta de que cada una de
las X1, Xu, Xr, Xn €s en realidad unavariable binomial, cuyo pese pi
correspondiente y cuyo n es el n delamultinomial.

Entonces si tomamos por ejemplo el caso de X ., vemos que puede ser considerado
como unavariable binomial conn=10y p=0,6.
Y entonces la probabilidad de que en los 10 gatos haya 4 gatos lisos es:

p(XL=4)= En Ep& (1- pu)""* =0,11148

L

Ademas podemos extraer la conclusion de que la distribucion binomial es, en
realidad, una multinomial cuyo k = 2.

Si por giemplo X:Bi(n ; p) entonces se podria definir una distribucién multinomial
equivaente con:



k=2

n=n (el mismo de labinomial)

Resultados posibles: E = éxito, F = fracaso
Xe=X

Xe=n-X

Pe=P

Pr=q=1-p

d) "Sabiendo que hay 4 lisos, cual esla probabilidad de que haya 3 manchados?’

Aplicamos probabilidad condicional y obtenemos:
=3 _P(X, =4n X, =3
P M _ — L M
ﬁx /& —4ﬁ P(X, = 4)

El numerador puede ser calculado con la distribucion multinomia como fue visto en
b.

El denominador puede ser calculado con la distribucion binomial, como fue visto en
C.
Hacemos la division y obtenemos:

=3
PﬁXM _ ﬁiO,l3184
V%, =4




Distribucion Hipergeométrica

Do BB
DB B
SO

N=15 k=8 n=6 X=2

S setienen N elementos,

de los cuales k son favorables,

y se extraen n elementos,

sin reposicion,

y X eslacantidad de éxitos entre los n el ementos que se se extraen,
entonces:

X:Hipergeom(N ; n; k)
i
NTX

P(X=x) =

con lo cual:

Problemastipicos.

1) Una cagja contiene 12 bolitas, de las cuales 7 son negras, 3 son blancasy 2 son
rojas. Si se sacan 4 bolitas al azar sin reposicion, calcule la probabilidad de sacar:
a) adgunabolitaroja



b) 4 bolitas negras
C) 4 bolitas negras, sabiendo que se sacaron bolitas negras.

Resolucion:

a) vamos a considerar favorables alas bolitas rojas, y entonces tenemos que:
N=12 hay 12 bolitas en total

k=2 hay 2 bolitas favorables

n=4 extraigo 4 bolitas

X: cantidad de bolitas rojas extraidas

P(extraer dlgunabolitaroja) = P(X >0) = 1-P(X =0) = 1-P(X=0) =
0,57576

b) vamos a considerar favorables alas bolitas negras, y entonces tenemos que:
N=12 hay 12 bolitas en total

k=7 hay 7 bolitas favorables

n=4 extraigo 4 bolitas

X: cantidad de bolitas negras extraidas

P(X =4) = 0,0707

c) vamos a considerar favorables alas bolitas negras, y entonces tenemos que:

N=12 hay 12 bolitas en total

k=7 hay 7 bolitas favorables

n=4 extraigo 4 bolitas

X: gantidad de Rolitas negras extraidas
iP(X=4DX >0) _ P(X=4) 0,0707

pX =4 =
A >0 P(X >0) 1-P(X=0) 1-0,0101

=0,07142857




Distribucion Uniforme

Se dice que una variable aeatoria continua es uniforme entreay b s e conjunto de
sus valores posibles es el intervalo [a;b] y todos esos valores tienen lamisma
probabilidad.

£i=)

X:U(2;6)
0.4
0.2
0.z
0.l
It
1 g 2 3 5 ] 0

Wanable aleatoria 2 uniforme entre 2 v 6

Dicho de otraforma, unavariable aleatoria continuaes uniformeentreay b s su
funcién de densidad es:

E 1 asx<hb
f()=Th-a =
H 0 Uotrox

A primeravista podemos observar que tiene 2 parametros: ay b. Estos 2
parametros pueden tomar cualquier valor rea (a<b) y a hacerlo definen una entre
infinitas distribuciones uniformes posibles.

Lanotacion X:U(a;b) significaquelavariable aleatoria X tiene unadistribucion
uniforme con parametros ay b, o dicho de otraforma, que la variable a eatoria X
puede tomar cualquier valor al azar entreay b, y todos esos valores posibles tienen
la misma probabilidad de ocurrir.

Dicha caracteristica de que todos |os val ores posibles tienen |a misma probabilidad
de ocurrir hace que esta distribucién sealaideal a suponer cuando sabemos que
unavariable aleatoria puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo y no
tenemos ninguna informacion acerca de las probabilidades relativas de ocurrir de
los valores de ese intervalo. Por ggemplo s hos dicen que una naranja puede pesar
entre 100 y 200 gramos, y no tenemos mas informacion, supondremos que si X es
el peso en gramos de una haranja cualquiera, entonces X esta distribuida
uniformemente entre 100 y 200, es decir X:U(100;200).



Como paratodas las distribuciones continuas, para calcular probabilidades
podemos plantear:

P(X=x)=F, (x)= fo(x) dx

gue en este caso resultavaler:

[0 x<a
P(X<X) =& a<x<b
—a

01 b<x

Aplicando andl ogamente las definiciones de mediay varianza se obtiene:
+ - 2
EX:a b zez(b a)
2 12

Digtribucion Random

Cuando unavariable aleatoria continua es uniformeentre 0y 1, esdecir, € caso
particular de variable aeatoriauniforme cona= 0y b = 1, entonces ladistribucion
de lavariable se conoce con el nombre de Random.

X:Random = X:U(0;1)

Laimportancia de dicha distribucién radica en sus aplicaciones en lasimulacion
(apéndice C)

Problemastipicos

1) El peso delas naranjas esta distribuido uniformemente entre 100 y 200
gramos.

a) ¢Cudl esla probabilidad de que una naranja pese menos de 180
gramos?

b) ¢Cudl es el valor esperado del peso de una naranja?

c) ¢Cuadl esel valor mas probable del peso de una naranja?

d) ¢Cudl eslavarianza deladistribuciéon?

Resolucion:
X:U(100;200)



E 1
100 < x=< 200
f. (X) =100
Ho O otro x
=>
180 180

P(X <180) = [ x(x) dx = J’mdx—_(lso 100) =0,8

a) —co lOO

£ =2"P=15
2

b)
¢) Vemos que todos los val ores tienen la misma probabilidad, por 1o tanto no hay
un unico "valor mas probable’. Entonces en este caso, el conjunto de valores mas
probables no es otra cosa que el conjunto de todos los valores posibles, es decir, €l
interval o [100;200]

o, = P73 _gaq
d)

2) Se sabe quelalongitud delasvarillas fabricadas por una maquina esta
distribuida uniformemente. L o mas corta que puede ser unavarillaes5cm.
Ademas se sabe que la probabilidad de que una varilla mida masde 15 cm es
s,
a) Indique cual eslafuncion de densidad delalongitud delasvarillas
